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INTRODUCTION. 


Ge Livre ne doit faire double emploi ni avec mon Ouvrage sur 
Les Methodes n.ouvelles de La Mecanique celeste^ ni avec le 
Traite de Mecanique celeste de Tisscrand. 

Ddjxs Les Methodes nouoelles je me suis place le plus souvenL 
au point de vue du geometre et j’ai recherche la rigueur analy- 
tique; j’ai, par exemple, consacre a la question de convergence 
des sdries de longs efibrts el des pages nomhreuses; ici, au con- 
Lraire, je laisserai cetle question completemenL de cold et le lecteur 
qui desirerail I’etudier devrait se reporter aux Volumes que je 
viens de citer. 

D’autre part, dans ces Volumes, j’ai pousse I’approximation 
beaucoup plus loin que ne Fexige la pratique; j’ai pu ainsi faire 
ressortir des circonstances tout a fait imprevues^, dont I’importance 
analytique esl tres grande, mais qui n’ont aucun interet pour I’as- 
Lronome praticien, et n’en acquerront que le jour ou la precision 
des observations sera beaucoup plus grande qu’aujourd’hui, ou 
quand 6n voudra compai-er des observations s’etendant sur une 
longue suite de siecles. .. 

Au contraire, j’ai regarde les rdsultats anciens comme connus, de 
sorte que j’ai peu insist^ sur le lien qui rattache les methodes nou- 
velles aux anciennes et sur la fagon dont celles-la sont sorties de 
celles-ci. 
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INTRODUCTION. 


L’Ouvrage n’elait done pas accessible an debulanL cl iic ('oiisc- 
nail qu’au lecteur deja familier avec la Mecanique celeste. 

lei, au contraire, je me borne a reproduire les leeons tpie j'al 
professees devant les eleves cle la Sorbonne cL jc prciids Ic pro- 
bleme a son ddbut, en .supposanL conmis seulemcnL les priuei[M's 
de TAnaljse et de la Mecanique, ainsi qiie les lois do Ivcjilcr et de 
Newton. Je n’emprunte aux metliodes nouvclles quo lours resul- 
tats essenliels, ceux qui sont susceptibles d’une application iimne- 
diate, en m’efforgaiiL de les rattacher le plus inliniement possible 
a la m^tliode classique de la variation des conslantes. 

D’un autre cote, Tisserand s’esl constaminent preo(‘cup(* dc 
reproduire aussi fidelement qu’il a pu la pcnsec d<^s fondaUuirs d{‘ 
la Mecanique celeste et, enellet, son Livre nous la rend tool eiitier(^ 
sous une forme condensee. Jc n'avais pas a refaire ce (pril avail 
fait et bien fait. 

J’ai ete plus droit au but; Ic cliemin suivi par nos (levanei(‘rs 
n’a pas toujours ete le plus direct: cn parcil cas, j'ai {‘oujn* au 
court; je me privais ainsi dc tout cc (pbils avaient vii en rouK' 
qui souvent etait plein d’interet; mais je n’avais pas a \v. regr{‘tl(‘r, 
puisque Tisserand nous Favait montre. 

Ce nouveau Livre ne dispensera done pas de lire les <leux Livnes 
aiieiens et dans la suite j’y ferai de frequents renvois. 
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CHAPITRE 1. 

PRINCIPES DE LA DYNAMIQUE. 


II ne s’agit ici ni des fondemeiiLs experimentaux ni des prin- 
cipes phiiosophiques de la Mecanique, mais aniquement de cer~ 
laines transformations analytiques dont la connaissance est indis- 
pensable a celui qui vent etudier la Dynamique. Ce sont celles 
qui ont fait I’objet des celebres Vorlesungen iXber Dynamik de 
Jacobi. 

1. Equations canoniques. — Soient 

'^ 2 ) • • • ? 

Xu yt, •••) 

variables reparties en deux series, et soitF une fonction quel- 
conque de ces 2 /i variables. Envisageons les equations diffe- 
renlielles 

dxi _ d¥ dyt __ ^ <agF 

dt dyt* dt ~ dxi 

Les equations differentielles de cette forme s’appelleront Equa- 
tions canoniques. 

Si Ton avait integre compl^tement ces equations, on aurait 
-exprim^ les inconnues x Q\>y ©n fonction du temps t etde 2 /zcon- 


p. — 1. 



CHA PITRE i. 


slantes ([’integrations 


^1, 


Remarquoiis en piissaiiL ([iie lo clclermiiuml foucliuiincl iK's .r fl 
(les/ par rapportaux couslantes a no pent otre i(leiili(piomonl iiul. 
S’il retail, en eil'et, il y aurail entre Jes x-, Icsr el les / uno relation 
indepenclante clcs a ; on iic ponrrall done iitlriluier aux x el aiix r 
(le vaJeurs initiales quelcompies pour i = ho- 
liest aise devoir, en outre, (pi ’on aura, eu\ertu ties equal ions {i I, 


d’od 


_ ■^ / ^ ] = o 

~dt " dt dyi fit ) 


K = Roiisr. 


ce cjui nous doiine uiie integrale clcs c(|uations (i). 

Cette integrale pent s’appeler iiiKigrale dt^s forces vi\ (^s ; (‘ar, dans 
le cas des equations clc la Dynumlquc, clh^ n’est pas aulro c‘lu)s<% 
comine nous le verrons, cjlkj [’equation de la c‘onser\uliou d(i 
I’energ’ie. 


2. Les equations caiioaiqiies (i) peuveat sc mellrc sous utu^ 
forme differente, mais ecjuivalenle : 

Supposons que tout ail ete exprime en ibnetion de t v.l dejs (U)u- 
stantes a; on aura icientiquement : 




d ^ # — V dy dx 

dt^id^d^k d<X}^ Ami ' dt, jmtd dt d%j^ Jkmd dt (1%^ 


etant I’une cjuelcoiitpie des constaiites ddiiLt^grali on. Dn aura 
d’ailleurs 

doL/c ^d~dy 'da/c j^~dx ~d%ji 

En vertu des ec[uations (i) le second inembre de ( 2 ) csl egal a 
celui de (3) ; on aura done 

dt ddk dt d%k 


On aura 'in equations de cetle forme puisque I’indicc k pout 
prendre les valeurs 1 , in, 

R^ciproqiiement, si I’dqualion (4) a lieu, le second membre 
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dc (2) est egal a celui de ( 3 ), ce qiii peat s’ecrire 

^ \ dt dy ) d:Lf^ \ dt dx ) dy.f^ 

Ces 2 a equations sent lineaires par rapport aux 2/z iiiconnues 

dx dF l^y ^ dF\ ^ 

dt dy ^ \dt dx J 

le determinant de ces 'iii equations lineaires qui n’est autre chose 
que le determinant fonctionnel des x et des y par rapport aux a ne 
pent etre identiqiiement nul. Done les 2/^ inconnues doivent etre 
nulles, ce qui vent dire que les equations (i) sont satisfaites. 

\insi les equations (1) peuvent se deduire des equations ( 4 ), de 
meme que les equations ( 4 ) des equations (1); les deux systemes 
d’^quations sont done equivalents. 


3 . Changements canoniques de variables. — Soient 


^ It *^2 J 

y’u rSi) 


. . . , X ,^ , 

• • • ) y a 


2 n functions des 2 a variables anciennes x tly. Nous pourrons faire 
iin (diangement de variables, en prenant pour variables nouvelles 
les x' et lesy. 

Je suppose que les relations qui Kent les variables nouvelles aux 
variables anciennes soient telles que I’expression 

^ x' dy' — X dy = dS 


soit une dillerentielle exacte; je dis que le changement de 
variables n’alterera pas la foxune canonique des equations (i) qui 
deviendront 

dx'i __ dF ^ dy'i dF 
lU^dyi’ 


2 

2 


da/i 

,dy' 
^ dt 



X 


dy _ d^ 
doLfc d'y.}/ 


V ^y 

dt 


_ 

dt ^ 


En elfet on a 
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et I’on en deduit I’idenlite 


chapitue I. 


(5) 


^ V JL. V ^ ~ V 

'dt2L^do’fc d^k dt Zmi dcLh 


d ^ ^ , dy' 
d^ik ^ dt 


Des equations (i) on pent dediiirc les ecjualions ( f)i ('el!es~(‘i a 
cause de Tidentite (5) donneront 


(4 bis) 


d , dy' d 

dt dcf.k dcf.k dt d(tk 


qui ne different des equations (4) qae par la subslilulion d(‘s 
variables nouvelles x’ et jd aux variables aiudeniKJS oo el y. Mouh 
avons vu que des equations (4) en pent deduire les equations { 
de m^me des equations (4 bis) on pourra deduire les (Mpia- 
tions (i bis), Les equations (i bis) sent done lun^ C()ase(|U(uiee 
des (Equations (i). e.. v. n. 


4. Exemples. — Soit, par exeinple, 


dans ce cas : 




'^w'dy'-'^xdy = -'^ydx~^xdy = — d{^ry) 

sera une differentielle exacte, de sorte que les equations (i), par 
suite du changement de valuables, se translbrmeront dans les 
Equations (i bis). C’est d’ailleurs cc qui se verilie iinmediatcinent. 


5. Supposons que les x soient lies aux x j>ar des relations 
lineaires, et que les y soient lids aux y par d’autres relations 
lin^aires. Supposons de plus que Ton ait identiquemenl 

(6) 

II est clair que les diff^renlielles dy seronL liecs aux dy par 
les mimes relations lineaires que lesy' aux y. Dans I’idenlild (<)), 
nous pouvons done remplacer les j etlesy par les dy el les dy\ 
II en r^sulte que 

dy — dy = 0 
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est line difiPerentielle exacte et qiie le changement de variables 
n’altere pas la forme canoiiicjiie des equations. 


6. Si nous posons 

a? = \/'2p COSO), = y/Tp sin w, 


il viendra 
done 


X dy— 2p cos-w dio H- dp cos to sin to, 


X dy — pt^^to = p cos 2 0) d(j) -h ^ sin 2 to = t/ ^ sin 2to j 

est line differentielle exacte. 

Si done nous posons 

— cos/i, sin/j, 

et pour i > i 

0Ci—x\, yi^y\\ 

la differenee sera une differentielle exacte et 

la forme canoniqiie des equations ne sera pas alteree. 


7 . Equations de Hamilton. — Les equations de la Dynamique 
peuvent se mellre facilement sous la forme canoniqiie. 

Nous considererons un systeme materiel forme de ^ points 

materiels; ces points seront soiimis a des forces ne dependant 
([lie de leurs coordonnees, et ces forces devront admettre unc 
fonction des forces conformement au principe de la conservation 
de Penergie. 

Je designerai les coordonnees du premier point materiel par 

/ j% \ ieme 

Xo, ^3 ; celles du second par ^4, ^5, Xq] . . . ; celles du f j 

et dernier par Xn-.2j ^/^• 

Je designerai indifferemment la masse du premier par mi, 
ou m3; celle du second par m.,, m^ ou mo; celle du dernier 
par mn^2i ou run^ 

Dans ces conditions, la demi-force vive ou ^nergie cin^tique T 
aura pour expression 

‘ /dxiY 
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CllAPlTUt: I- 


Je desi^’iierai par U rcner^ie polciiliclle qui sora uik' fonction 
(Jes coordonnees, de sorle que I’cncr^ic tolale sera 

F=: T-+-U 

ct que ]es equations du iiiouvemenl s’ccrironl 


( 7 ) 


dr^ 


dxi 


Nous poserons 


dxj 


et 


dc sorte quo represcnlcronl les Lrois coiuposaiUes dc la 

quantile du inouvement du jn'omicr point nialeri(d. On aura alor.s 

*;• Ad nij 

dxj _ yi _ dT 
dt JUj dvf 

D’autre part, Tequalion ( 7 ) pourra s’ccrire 

dyi __ d\J 
dt ”” dxj 

Comme T ne depend pas des ni U des r«< on aura 


dxi dxi dyi dyi 


et par consequent 


dxi _ dY 
dt ~ dyi^ 


Zzi 

dt ” dxZ 


ce sont bien nos equations canoniqucs. 


8 . Adoptons mainlenant un systeme dc coor(l()iine(‘s (uirvili^ues 
quelconques et, au lieu de ddfinir la ])Osilion du sysleine par 

les 7Z coordonnees rectangulaires ./v^, de sc^s ^ points 

inatdriels, definissons-la par /z fonctions quelconques 

de ces n coordonnees rectangulaires. 
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Reciproquement, les /^ coordonnees rectangulaires x seront 
des foncLioiis des n coordonnees nouvelles q. Nous represeiiterons 

pour abreger les derivces ^ et par x\ el Alors U, qui ne 

depend que des ne dependra que des q. 

Soil 

Xi^ qn)- 


En diflerentiaut, on trouve 


( 8 ) 

oil bien encore 
^9) 





qk- 


Nous voyons que les x’ sont des fonctions lineaires des q\ depen- 
dant d’ailleurs des q^ puisque les coefficients dependent des q 
et pas des q^ , 

lien resulte que T = sera un polynome lioniogene 

du second degre par rapport aux q'^ dont les coefficients dependent 
d’ailleurs des q. Si done nous posons 

dT 

— Pi, 

dqi 


nous aurons, en vertu du tlieoreme des fonctions honiogenes. 



Remarquons d’ailleurs que, si Ton exprime T en fonction des x^ ^ 
sous la forme T= meme 


dx'i 


=ri; 




Cela posd, donnons aux variables / des accroissements dq'^ les 
variables q dtanl regardees comme constantes ; alors les variables x 
ne subiroiit aucun accroissement, puisqu’elles ne dependent que 
des y, inais les x^ subiront des accroissements dx^ et la difleren- 
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liation de F equation (9) nous donnera 
(ro) 


On aura d’ailleiirs 


ou 

(‘0 


'^pdq'^'^ydx'. 


La comparaison des equations (8) et (10) nous monlre qu’il y a 
entre les dx^ etles dq'les memes relations lineaires qu’entre les dx 
et les dq. Dans Fidenlite (1 1) nous pouvons done remplacer les dx^ 
et les dq^ par les dx et les dq^ ce qiii donne 

^pdqz='^ydx. 

eVinsi 

'^^dp—^xdy=d\^pq-'^yx']^ 

est une diflferentielle exacte. Si done nous prenons pour variables 
nouvelles les q et les la forme canonique des Equations ne sera 
pas alteree et nous aurons 

( 10 ) _ d¥ 

dt ~ dpi dt dqi 

Ce sont les equations de Hamilton pour un systeme quelconque 
de coordonnees- 


9 . Syst^mes a liaisons. *— II est aise d’etendre ce resultat a un 
systeme a liaisons. Supposons que nos ^ points materiels soient 

soumis a a liaisons, de fagon que leurs n coordonnees reclangu- 
laires puissent elre exprim6es en fonction de /^ — a = p variables 
independantes 

qu ^2, yp. 

Soient 

^2: •••, q^) 
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les expressions des n coordonnees rectangiilaires en fonction de 
ces j3 variables. 

Introdiiisons a variables aiixiliaires 

et posons 

qu •••, ^j5, qn), 

les iji etant des fonctJons choisies de facon a se reduire a pour 

( 1 5 = ...= ^,4 = 0 , 

mais d’ailleiirs qiielconques. 

Si nous adoptons comme variables independantes 

qu q^i ‘“j qri^ 

alors les equations (i5) representeront precisement nos equations 
de liaison. 

On voit qu’un systeme a liaisons se coinporte comme un systeme 
libre a la condition qu’on lui applique cerLaines forces supplemen- 
taires, dites forces de liaison, et dont il est aise de comprendre 
la signification. Supposons, par exemple, que deux points dii 
systeme soient assujettis a rester a une distance constante a\ tout 
se passera comme si ces deux points s’attiraientquand leur distance 
est superieure a a et se repoussaient quand elle est inferieure; 
cette attraction (ou cette repulsion) etant extremement grande 
pour une distance egale a a-ps (on a a — e) a moins que s ne 
soit extremement petit. Toutes les forces de liaison sont suscep- 
tibles d’une interpretation analogue. 

Soit alors W Fenergie potentielle due a ces forces de liaison, 
de telle fagon que le travail de ces forces soit represente par — c/W. 
Nous pourrons alors traiter notre systeme comme s’il etait libre, 
mais a la condition d’aj outer cette energle potentielle W a celle 
des forces ordinaires que nous avons appel^e U; c’est-a-dire de 
changer F en F -p W. Les equations ( 12 ) s’dcriront alors 

dqt _ ^(F-hW) dpi _ c^(F + W) 
dt dpi * dt dqi 

Mais le travail des forces de liaison est mil pour tout deplace- 
ment compatible avec les liaisons; la fonction W ne varie done 
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pas quand les variables (i 3) varienl, les variables (i4j restanL con- 
stamment nulles. On a done 


dqi 


i.i — • • • ) ^ )• 


D’aulre part, W depend sedement des q et jias des />, de sorle 

Nous pouvons done ecrire, en donnanl sedement a I’indice i 
les valeurs i , 2 , . . |3, 

dqi _ d¥ dpi _ d? 

dt ~ dpi' dt dqi 


de sorte que nous retreuvons les equations de Hamilton. 


10. M^tkode de Jacobi. — Reprenons les equations cano- 
niques (i). A ces equations se rattaclie intimement une equation 
aux derivees partielles, imaginee par Jacobi, et que nous aliens 
conslruire.'" 

Soit S la fonction inconnue; dans la fonction rempla- 

cons yi par la derivee partielle ^ et ^galons cette fonction a une 
constanle. Nous obtiendrons ainsi Fequation 


(i6) 



= const. 


C’est Tequation de Jacobi, et nous allons voir que I’integration 
des equations (i) se ramene a celle de Fequation de Jacobi. 

Supposons, en effet, qiFon ait trouve une solution particuliere 
de Fequation (i6) dependant de n constantes arbitraires 

La constante du second membre de (i6) sera une fonction de ces 
n constantes, de sorte qu’on aura 



La fonction S depend a la fois des variables x et des constantes 
d’integration P; si nous faisons varier a la fois ces variables et ces 
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constantes, nous aurons 

' dS , <rZS 


dS 


Posons 

(i8) 


dx ^ ^ ' ^2^ d^t 


r/S. 


«^S 

dxi 


— yi. 


d^ 


= Y^- 


Entre les l\n quanlites ( 3 , Y? nous avons les 27? relations (18). 

Done 2 n de ces quantiles peuvent etre regardees comine fonc- 
lions des 2 n autres; par exeinple, les [5 et les y comme fonctions 
des X et des y. Cela nous perinet de faire un cliangement de va- 
riables et de ])rendre comme variables nouvelles les (3 et les y au 
lieu des x et des r. 

Ona 

done 

est une dilierentielle exacte. 

Le changement de variables est done canonique, et les equa- 
tions (i) deviennent 


d^i 

dt 




ou, a cause de Eidentite (i^ 

(19) 


d'ji 

dt 


do 


d^i 

dt 




d^ii 


dt 


: O. 


Ces equations (19) s’int^grent immddiatement, on trouve d’aboi'd 

pi = const. 

Les p etant des constantes, la foiiction cp (pi , p2j • • •? P /0 
dgalement une constante et il en sera de ni^me de ses derivees — • 
L’integration de la premiere equation (19) nous donnera done 

do 

Y,-= + 


les Wi etant n nouvelles constantes d’inlegration. 
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On a done ainsi integre conipletement les equations (19) et par 
consequent les equations (i). 


11 , Reprenons les equations 

dx __ dy d¥ ^ 

^ ^ dt dy ^ ~dt dx ’ 

avec ces equations nous pouvons former les equations cle Jacobi 

(16) F [xi, = const. 

Faisons un changement canonique de variables; soient q p 
les variables nouvelles, de telle facon que 

2 qdp — ^ X dy = dS 


soit une differentielle exacte et cjue les equations (1) deviennent 


(i bis) 


dqt __ d^^ dpi ^/F 

dt dpi ’ dt dqi 


Je designerai ^z.vF{q\p) ce que devient ¥{x\y) quand on y 
remplace les x etlesjp par leurs valeurs en fonctions des q et 
des p] je mets un point- virgule entre q et /? pour ^viter to ate 
confusion et afin que F(c/,/?) ne semble pas etre le resuJtat de la 
substitution de a ^ et de a dans la fonction F. 

Nous pouvons appliquer aux Equations (i bis) la methode de 
Jacobi, en rempla^ant dans F la variable pi par la derivee par- 

d^> 

tielle ^ j ce qui donne Fequation 


(16 bis) 



d^’ \ 

dqi) 


~ const. 


Les fonctions qui satisfont a Pequation (16 bis) sont-elles les 
inemes que les fonctions S qui satisfont a Liquation (16)? Non^ 
en genej'ol, 

En elFet, je puis remplacer Tequation (16) par 


yt) = const. 




S ^^'^ydx 
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el Pequation (i6 bis) par 

= const. ==^/? d^. 




L’equation F(^ ;/?) = const, est bien une consequence de 
Fequation F (a?, y) = const. ; mais on trouve 

di' -~d'i, = '^pdq — '^ydx = d{^pq—'^xy-Wy 

d’ou 

S'-S = — ^ay-- V. 


Le second meinbre n’est pas nul en general. 

11 y a cependant iin cas ou les fonctions sonl les memes que 
les fonctions S ; c’est celai des Equations de Hamilton et du chan- 
gement de variables du n"" 8. 

Nous avons trouve en efl'et au ii'' 8 


'^ydx ^'^pdq, 

d’ou I’on tire 

S'=S. 


En d’autres termes, dans le cas des equations de Hamilton ^ si 
dans Fequation (i6) on remplace les x par leurs expressions en 

fonctions des q et les derivees partielles par leurs expressions 


en fonction des q et des derivees partielles Fequation trans- 
form6e s’ecrira 







const., 


ce qui n’est pas autre chose que Fequation (i6 bis) ou a ete 
remplacee par S. 


12. Cas oti le temps figure explicitement. — Supposons que la 
fonction F depende non seulement des x et des jv rnais du temps t^ 
et envisageons encore les equations (i); elles n^admettront plus 
Vintegrale des forces vwes 


F = const. 
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J[4 

11 estaise touLefois cle ramener I’etude des equations (i) dans ie 
cas oil ie temps iigiire explicitement dans la fonction F a I’etude 
de ces memes equations dans le cas oii il n’y figure pas; cas qui 
est le seal qiie nous avons envisage jusqu’ici. 

Introduisons deux variables auxiliaires a et c et posons 

F'= w)-4-c, 

oil F(.r/, fil il) est la fonction F on t a ete remplace par u, Con- 
siderons les equations 


dx 

dF’ 

^Jy __ 

dF' 

dt 

dy' 

dt 

dx 

dll 

dF' 

dv _ 

dF' 

dt 

d^ ' 

dt 

da 


Ces equations ont la forme canonique. 

La troisieme des equations (20) nous donne 

duL __ 

d’ou t] les deux premieres ne sont autre chose que les equa- 
tions (1); car, quand on fait a = il vient 

dy dy ’ dx dx 

Quant a la quatrieme, elle definit la variable que Tonpourrait 
egalement definir a Taide de Fintegrale des forces vives des equa- 
tions (20) 

F{xi^yi\u)-^v — const. 

Supposons maintenant que Ton fasse un changement de va- 
riables et que les variables nouvelles d et y soient des fonctions 
des variables anciennes ^ etjK et du temps t. 

St la difference 

^ x' dy ' — ^ X dy 


est une differentielle exacte. 



L'expression 
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rj 



udv'^ — (^xdy 



sera une diflerentieile exacte: ce qiii vent dire qae les equations (20) 
conserveront ieur forme canonique, quandj cooservant les deux 
dernieres varia) 3 les, u et on prendrapour variables nouvelles ^ 
u et au lieu de xi^ a et v. Les equations (i) qui ne sont 
autre chose que les deux premieres equations (20) conserveront 
done aussi tear forme, 

2*^ Si L expression 

dy' — '^x dy 


deviant une diJJ'erentielle exacte quand o/iy re garde t comme 
une consCante, 


Nous aurons, quand t sera regardee comme variable, 
^ x' dy' — ^ X dy — dS W dt^ 


dS etant une diflerentieile exacte et W une fonction des x^ des y 
et de on, si Ton aime mieux, des desy' et de t. 

Ou bien, en remplacant t par 

^ x’ dy' — X dy = dS H- W du. 


Posons alors 
nous Yoyons que 


p-l- W; 


dy'-h u dv'^ = dy-i-u dvj = d(S -h uW) 


est une differentielle exacte. 

Si done nous prenons pour variables nouvelles x-^ n et 0^ au 
lieu de Xi^ yt^ u et v, les equations (20) conserveront la forme 
canonique. 

Mais nous aurons, avec les variables nouvelles, 
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et 

dF' d(F—W) dF' ^ diF — W) 

dx dx’ ’ dy' dy' 

Les deux premieres equations (20) devlenaenL done 

dx’ _ ^(F- W) dy' ^ ^(F — W) 

dt ~ dy' ’ dt dx' 

On voit que les equations (i) out encore la forme canoniqae, 
mats cjue la fonction F est remptacee par F — W' . 

3 *" Si les variables x' et y’ sont des fonctions des x et des y 
seulemeiit et pas da temps t et si 

^x' dy'—'^xdy 


est une differentielle exacte. 

Nous retomboiis sur le premier cas et les equations (i) con- 
scfvent la forme canonique aoec la mime fonction F. 

Quel r^sultat nous donne maintenant la m^thode de Jacobi 
appliqiiee aux Equations (20) ? Appliquons la regie. Posons 

dS 

dxi 


et egalons F^ a une coiistante, nous trouvons 


F 




dx, 


7 u 


dS 

-- = coast., 


ou, en remplagant u par 


F 


dS 


dS 

~ = const. 
dt 


Telle esl la forme de I’equation de Jacobi dans le cas qui nous 
occupe. 


13 . Crocliets de Jacobi. — Revenons au cas od le temps ne 
figure pas explicitement dans la fonction F. 

Soient F) et F. deux fonctions quelconques des xi et des yi. 
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Nous d^signerons par la notation [F|, F^] I’expression suivante : 


[F„F,]=2( 


dFx dF^i 
dxi dyt 


d^ 1 ^'/F 2 \ 

dyt dxt J 


C’est ie crochet cle Jacobi, 

Nous trouvojis immediatement, en vertu des equations u), 

<iFi dxi d¥i dyi\ fdFx d¥ d¥ ^ \ 

dt Atd\dxi dt dyi dt ) ~ ^\dxi dyt dyt dxi)^ 


c’est-a-dire 


d^x 

dt 


= [Ft,F]. 


Cela veut dire que la condition necessaire et suffisante pour 
que Fi = const, soit une integrale des equations (i), c’est que le 
crochet [F4, F] soit nul. 

Si A, B et C sont trois fonctions quelconques, on verifie aise- 
ment I’identite 

[[A, B], C] + [[B, C], A] + [[C, A], B] = o. 

Supposons done que F4 = const., Fm= const, soient deux inte- 
grales des equations (i); je dis que [F^, F2] = const, sera une 
troisieme integrale. G’est le theoreme de Poisson. 

En effet, nous avons l’identit6 

[[F, ¥,], F^] + [[F„ F,], F] + [[F„ F], Fj] = o. 

Le premier et ie dernier terme s’annulent, parce que F^ et F2 
etant des integrales [F, Fi]:^ — [Fi,F]et [F2, F] doivent s’an- 
nuler. Le second terme sera done nul et Ton aura 

[[F„F,],F] = o, 

ce qui exprime que [F^, Fo] est une integrale. 

Pour plus de details, je renverrai a mon Ouvrage sur les Me- 
thodes noiweLles de la Mecanique cHeste, On verra, en particu- 
Her, aux n®® 56 , 69 , 70 et 71 (t. I, p. 166, et 192 a 198) quels 
sont les rapports entre les crochets de Jacobi et ceux de Lagrange 
cjue nous aliens bientot definir, et Ton trouvera a la page 169 
(t. I) une nouvelle demonstration du theoreme de Poisson. 
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Dans le Tome III on verra les rapports des crochets de Jacobi 
avec les invariants integraux et, en particiilier, au n® p^gc 43? 
on trouvera une generalisation du theorem e de Poisson. 

Je n’insisterai pas lei sur toutes ces considerations. 

14. Crochets de Lagrange. — Supposons que les equations (i) 
ayant ete intdgrees, les Xi et les yi se trouvent expriines en 
fonction du temps t et des in constantes d’integration a^. 

Je designerai par Ja notation I’expression suivante : 

[ J dcLk doiu d^h j ‘ 

Ce sontles crochets de Lagrange qu’il faut se garden de con^ 
fondre avec ceux de Jacobi. 

Nous avons vu au n^ 2 que les equations (i) entrainent les 
suivantes : 

^ dt 2d^ d7.ji da,k dt 

ce que je puis ^crlre 

J’aurai de meme 

Je differ end e (ai) par rapport a et ( 22 ) par rapport a a^- etje 
retranche. Les seconds membres se detruisent etil reste 

± (A. ya;^-A yco^\=o 

dt \ doLf^ jLu d^k d<x}c jLu dt 3 .f 1 J 

Oil 

d / dx dy dx dy\^ d\ ol^. ^ 4 -] ___ 
dt^\d3fi d^k d3ftj dt ’ 


ce qui signifie que est une constante independante du 

temps et pouvant dependre seulement des constantes d’intdgra- 
tion a. 
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lo. Remarqiions, de plus, que nous aurons les identites 


(23) 


0^/:] , <i j ^ Q , 

d%j cldfi ch.k ~~ ' 

[a/,., a^.] = o, [a;2, a^.] = — [a/„ a/^], 


i9 


qui sontdes consequences immediates de la definition des crochets 
de Lagrange. 

Pour demontrer la premiere de ces identites, nous n’a\ons qu’a 
ecrire 



Si nous diflerentions la premiere de ces relations par rapport 
a ay, la deuxieme par rapport a a 4 , la troisieme par rapport a a/f et 
que nous ajoutions, nous constaterons immediatement que les dif- 
ferents termes du second membre se detruisent deux a deux. Le 
premier membre doit etre egal a zero, ce qui deinontre la premiere 
identite (aS), 


16. Reprenons Pequation ( 21 ) et ecrivons~la 

d ^ dy _ 
dt d^Mjc dtd'j.}^^ 

en introduisant une function 0 definie par I’equation 



Cette fonction Q etant definie par sa derivee partielle par rap- 
port a t n’est definie qu’a une fonction arbitraire pres des con- 
stantes a. 

Notre equation nous donne, par integration, 


2 


X 


dy ^ do. 


A/f etant une fonction des constantes a indepe/idante du temps. 



20 


CHAPITRE I. 


D’autre part, nous avons 

Zi dt ~ dt ■ 


et comme 

il viendra 

(24) 


dil , da , 

— dcLj,-^ -^di. 
I di/, dt 


rfQ=2; 

2 X dy — da A/., ^/a/ — F , 


etant independants du temps, 
De ]a nous deduisons immedlaleinenl 


[a//, a/,] = 


dcLh 


dhk 

d'Xk 


Comme A;;- et Aa sont des fonctions des a seulement ne depen- 
dant pas de il en sera de meme de leurs derivees partielles, et, 
par cons<^quent, du crochet [a/,, a/,]. Nous retrouvons done le 
theoreme du n"^ 14. 


17. Nous pouvons choisir comme consLantes d’ditegration les 
valeurs initiales y] de Xi et yi pour ^ = 0. Dans ce cas, 
r^quation (24) prend une forme remarquablement simple. 

Faisons dans cette equation (24). Nous voyons que dt 

sera nul, que xi et yi se reduisent a x\ et y^ ; d’autre part, Q se 
rMuira a OqJ les A;^, qui sont des constantes independantes du 
temps, ne changeront pas. Il viendra done 

^^0 dyo = dao 4-^ A/, doL/,, 

ou, en retranchant de (24), 

(25) dy - d(a ao) dy(^^F dt. 

18. Dans le cas particulier des equations de Hamilton, on a 
(avec les notations du n° 7) 


F = T + U, 
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U est Independant desj^ et T est homogene du second degre par 
rapport aiix j/; on a done 


[ VI I v' 

dy ~~ 


D’autre part, on a 


d 

dt 


2^-^ =2^ I 




d^ V' dV 
^ dy Aid ^ dx 


et, par consequent, 


et, enfin, 
(26) 


dt 


dZxv 

dt 


-4- F 



dy' 


dLl __ d'Lxy 
dt dt 


19. Dans le cas particulier du probleme des trois corps, I’energie 
potentielle U est homogeiie de degre — i par rapport aux et T. 
qui reste homogene de degre 2 par rapport aux ne depend pas 
des X, 

Le theoreme des fonctions homogenes donne alors 


d'ou 

(26) 


.. VI i/U VI d¥ 
dx dx' 

dT ofF 


^ dF df 


dF 


dy 


Dans ce cas, il est aise de former la fonction Q; on trouve, en 
effet, 


da 

dt 



dF 

dx^ 


d’ou 


d'Zxy dF 

~c^ ^ Zd^ ~dy ~~ 2 d^ 

d{a-f-^xy) „^dF V 


dx ’ 


d^ OT. 
dx 


Comme F est une constante en vertu de Liquation des forces- 
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vives, cette equation s’integre imniediatement et Ton Lroiive 
12 = 3F^ const. 

On pent d’ailleurs remplacer la constante par une fonction arbj- 
raire des constantes d’integration. 


Soit, maintenant, 



T dy 

on trouve 


d’ou 

dl ^ /'V \ d-Zxy 

dt dt\ 2 ijy da. ) d%dt 

ou 

di _ d^{a-^^xy) 
dt ^ dadt ’ 

on, enfin, 

II 

• 


En vertu de I’equation des forces vives, F esl une constante; 
c’est done une fonction des 2/1 constantes d’integration a; et 11 en 

est de m^me de sa deriv^e partielJe par rapport a une de ces 
constantes. 

Done “7- est une constante. 
da 

n equation pr 6 cedente nous apprend done qiie J est une 
fonction lineaire du temps. 

Ce resultat se rattache intimement a la theorie des invariants 
et, en particulier, de Tinvariant relatif que j’ai etudie au n*" 256 du 
Tome III de mon Ouvrage sur le.s Mithodes nowelles de la Me- 
canique celeste. 

Je me bornerai a renvoyer )e lecteur aux Chapitres XXII, XXIII 
et XXIV de cet Ouvrage et aussi aux pages 169 et suivantes du 
Tome 

On verra egalement, dans ces Chapitres, comment la theorie 
des crochets de Lagrange se rattache a celle des invariants inte- 
graux. 
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20. Notations. — Considerons trois corps A, B, C qui s’attirent 
conformement a la loi de Newton. J’adopterai les notations du 7, 
c’est-a-dire que je designerai par 


les trois coordonnees du corps A, par 
celles du corps B, par 
celles du corps C. 

Quant aux masses, je designerai celle du corps A indifferem- 
ment par 

/?zi, ou /?i3, 

celle du corps B, par 

/?Z5 ou 

celle du corps C, par 

7717, ou 77^9, 

de sorte qu’on aura 

nix = 

= m^= 

7717 = ^^8 = ^9- 

Je po serai 

dxi 
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de sorte qiie les trois coniposantes de la quantite de mouvement 
seront, pour le corps A. : 7,, 72 et pour le corps B : y,,, 
etjKo; pour le corps C : JK7, JKs et J9. 

L’energie cinetique toLale sera alors 


T 




yl. 

m 


L’energie potentielle sera 

niinh^ nixin-i 

^ ^ AB AG ’ 


a la condition que Ton ait choisi les unites de telle sorte que la 
« constante de Gauss )> soil egale a i ; nous pouvons le faire sans 
inconvenient, car il sera toujours aise de retablir Thomogeneite a 
la fin dll calcul. 

Dans Texpression de U, les denominateurs A-B, A.C, BC repre- 
sentent les distances AB, AC, BC. 

L’^nergie totale sera 

F = T-^-U, 

et nos equations canoniques s’ecriront (d’apres le n"" 7) 

( 2 ) ^ ■— 

dt dyt ^ dt dxi 

Nous designerons d’ordinaire les trois axes de coordonndes sous 
les noms de axe des axe des Xof axe des x^^ 


21 . Integrales diverses. — Le probleme des trois corps, dont 
les equations sont les equations canoniques (2) du nuinero prece- 
dent, admettent un certain nombre d’integrales simples. 

Nous avons d’abord V integrate des forces vwes 

F = const. 

Observons ensiiite que notre fonction U ne depend que des dis- 
tances mutuelles des trois corps A, B, C; elle est done inddpen- 
dante du cboix des axes ; elle ne change pas quand on imprime au 
systeme des trois corps un mouvement commun de translation ou 
de rotation. 

Imprimons done a ce systeme une translation infiniment petite t 
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dans Je sens de I’axe des .r,. AJors 


se changeront en 




X t “f” £, 5/4 -f- £j X'l -H £, 


et les antres x ne changeront pas. 

L’accroissement de U dev ant etre nul, on aura 


dU d\] dU 
dxi dx'^ dx^ 


Mais il convient ici d’introduire une notation qui nous sera tres 
utile dans la suite. 

Nous ecrirons par exemple 

'f 

^ = (p(/.'2) -t-o(a:5)-Hcp(a;8), 


c’est-a-dire que le signe ^ , qui peut se prononcer, somme de 

trois en trois, a la signification suivante; il represente une somme 
de trois termes; le premier est celui qui est explicitement forniule, 
le second se deduit du premier en augmentant tons les indices de 
trois unites et le troisieme en les augmentant desix unites. 

Ou, si Ton aime mieux, le second terme sera form^ avec les 
coordonnees du point B, et le troisieme avec les coordonnees du 
point C, comme le premier avec les coordonnees correspondantes 
du point A. 

Dans le cas ou Ton envisagerait non plus trois corps, mais n 
corps, on pourrait evidemment employer la meme notation, mais le 

signe 2 represen tera non plus une somme de trois termes, mais 

une somme de /^ termes. 

Quand, au contraire, nous emploierons le signe ^ sans Pin- 

dice 3, la summation devra etre etendue a toutes les valeurs possibles 
des indices. 
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Avec cette notation, requation(3) s’ecril 

dV ^ 

3 dcci ~ 



ou comine T ne depend pas des 

dF 


d’ou 

d’ou enfin 
(4) 


ar _ 
d:ri ~~ ’ 

^ j/'i = coast. 


Le premier membre de Tequation (4) pent s’ecrire 


dxi 


dxi 






c’est done la projection sur I’axe des de la quantite de xnouve- 
ment du centre de gravite du sjsteme ou la masse to tale 


/?2j nx>\ ~f~ nX" 


serait supposee concentri^e. 
On trouverait de m^me 


(4 ^^jK 2 = const. ; const., 

ce qui montre que les projections sur les trois axes de la quantity 
de mouvement du centre de gravite sont constantes. Le premier 

membre de (4) esl la derivee de ^ en integrant (4) el 

(4 bis) on verra done que 




m=i ^ 2 ) 




■3 


sont d^s fonctions lineaires du temps; e’est-a-dire que le mouve- 
ment du centre de gravite du systeme est rectiligne et uniforme. 

Nous ne restreindrons pas la gdneralite en supposant que le 
centre de gravite est fixe. Nous savons en effet que les lois du 
mouvement restent les memes, que le sjsteme mobile soit rap- 
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porte a des axes fixes, ou qu’il soit rapporte a des axes animes 
d’une translation rectiligne et uniforme. 

Si nous choisissons alors des axes mobiles, paralleles aux axes 
fixes, et ayant leur origine au centre de gravite; la translation de 
ces axes sera rectiligne et uniforme de sorte que la loi du luou- 
vement ne sera pas alteree; pour un observateur lie a ces axes 
mobiles, le centre de gravite paraitra d’ailleurs fixe. 


22 . Integrates des aires. — Imprimons maintenant au systeme 
des trois corps une rotation infiniment petite s autour de I’axe 
des 

Les coordonn^es x-i ne changeront pas; tandis que 

^55 '^8 deviendront 


et que ^3, x^^ x^ deviendront 

et comme U ne doit pas changer, nous aurons 



ou, puisque T ne depend pas des x^ 




= o. 


ou, a cause des equations (2), 


ou 


/ ^ 0^2 drz\ 

*7 = °’ 


puisque I’on a identiquement 


dx^ dx^ 

~di ~dt 


o. 


On trouve done en integrant 


( 5 ) 



(*■3^2— ^273) 


= const. 
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et Ton troiiverait cle meme 

iSbis) ^ — = const. ) = const. 

Les equations (a) et (5 bis) sont connues sous le nom diinte- 
grales des cures, 

II est evident que ce qiie nous venons de dire du inouvement 
dll centre de gravite, on des integrales des aires s’appliquerait sans 
auciin changement au cas oii il y aurait plus de trois corps. 
Gonsiderons le vecteur dont les trois composantes sont 

.^3 ““3 

d’apres les equations (5) et (5 bis) ce vecteur est constant en gran- 
deur et direction. II a recu le nom de vecteur des aires; et le 
plan qiii lui est perpendiculaire s’appelle ordinaireinent plan 
invariable. 

Si Ton prend le plan invariable pour plan des X\ x- 2 j le vecteur 
des aires a pour composantes 

0, 0, — ^27 i )- 

53. Changement de variables. — Le probleine des trois corps 
comporte neuf degres de liberty, c’est-a-dire que nous avons 
dix-huit variables x et y. On peut prof! ter de la propriete du 
centre de gravite pour reduire le nombre des degres de liberte et 
par consequent celui des variables independantes tout en conser- 
vant la forme canonique des equations. C’est la Tobjet des cban- 
gements de variables que nous allons etudier. 

Je designerai nos nouvelles variables par 

t = 2, CJ. 

Je supposerai d’abord que 
sont des functions lineaires de 


^ 1 ? ^ 4 } 
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et de memo que soiit des fonclioiis liiieaires de 

Xs, et^g, x\^ de x^^^ ^o, 

Je supposerai de plus que les relations lineaires qui lient x\^ 
x\^ x.^ a X{^ Xr^^ x^^ sont les memes que celles qui lient x,^^ x\^. 
x^ a ^8 et les m^mes encore que celles qui lient x.^^ x\., 

x\^ a .rg, Xfs, Xq. 

En d’autres termes, si Ton regarde les x' comme les coor- 
donnees de trois corps fictifs, il j aura entre les coordonnees de 
ces corps fictifs et celles des trois corps reels des relations 
lineaires independantes du choix des axes. 

De ineme pour les y'. Je supposerai que ^7 sont des 

fonctions lineaires de , y/,, quejr!,, y'^ sont des fonctions 
lineaires dey.,,y~„js et/„ dey,,jo,yo- 

Je supposerai que les relations lineaires qui lient 7^'^, JK7 a 
sont les memes que celles qui y[,^ y\^ y^ 

78 , OU bien encore^;, j'j, a 73, 70,79. 

Je supposerai enfm que ces relations lineaires sont telles que 
I’on ait identiquement 

(6) 

Comme , 7'g , y'^ sont li^s ky^^ JKs? JKs memes relations 

que y7 a^^, y^^ on pent, dans I’identite (6), remplacer 

yuy'ny7,y\, pai-72,75) J8)72)/i»78» ce qui donne 

De meme, comme y , x~.^ x'^ sont lies a X2^ x^ par les memes 
relations que x\y y, x'^ a Xi^ X/^^ X'jj on aura 

et de meme : 

A = A = ’ 


= S ^0't> 

3 -*<^3 


et plus generalement 
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Oil Findice i peutprendre ime quelconque des fcrois valeiirs i , 2, 3, 
et ou il en est cle meme de Findice k. 

On aura done en particulier 

d’ou 

(•*^3 — •^2 /a ) = Ea ^ ~ ^ ’ 

et de meme 

(^1 y'l — r'l ) = (^1 /3 

— = ^ I I'i)- 

Noire changemenl de variables rdaltere done pas la forme 
des integrates des aires. 

D’autre part, on a : 

2 ^i /i = E j'lj E A 72 = E '^-72» E ~ E ^^73 >• 

3 -^"3 ."3 •*■3 -411^3 

OU en ajoutant 

f7) E"^'-^'’ 

le signe E sans inclice 3 indiejuant, comme nous I’avons dit, one 

sommation etendue u toutes les valeurs de Findice 
Mais si Fon se reporte au o, on voit que Fequadon (7) 
sig-nifle que le chang-ement de variables est un changement cam- 
niqm, Iln’altere done pas la forme canonique des equations (2) 
qui deviennent ; 

(8) ~ — ~ ^ ^ ^ 
dt ~~ dy'i ’ dt ' 

24. illiniinatioji du centre de gravity. — Void maintenant 
Fusage que Fon pent faire de ce changement de variables. Je sup- 
pose que Fon ait choisi les relations lineaires qui lientles variables 
nouvelles aux anciennes de telle facon que Fon ait 
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et, d’aLitre part, que et x\ ne dependent que des differences 
x,^ — et — x^, 

AJorsjK^ est a un facteur constant pres la quantile de mouve- 
mentdu centre de gravite; et, comine nous avons vu qu’on peut 
toujours supposer ce centre de gravite fixe, on aura 


et de meme 


y\ = 

y8=y9 = 0- 


On devra done avoir, par consequent, 

dy\ _ dF _ 
dt 

ce qui montre que F ne depend pas de x\. C’est, en eflet, ce qui 
doit arriver si les relations lineaires entre les nouvelles et anciennes 
variables sont telles que x\ et x\^ dependent seulement des diffe- 
rences Xi^ — x^ et Xj^ — ^7. 

Dans ce cas, en effet, T, qui ne depend que des j et pas des 
ne peut dependre que desjK^ et pas des x' ] U, qui depend seule- 
ment des differences ,2? < — ^7, Xr^ — ^7, ^2 — ^5 — 

^(5 — ^9, dependra seulement des variables x^^ x\^^ x\^ x\^^ x'.^ x^^ 
qui sont liees a ces differences par des relations lineaires, mais ne 
dependra pas de x\^ x\. Done F = T + U ne dependra pas de 

D’ailleurs, il est aise de voir que nos deux hypotheses ne sont 
pas independantes Tune deFautre et que, si/^ est proportionnel a 
les variables a;', et ne dependent que des diffe- 
rences x^^x^ et^4 — ^7. En effet, reprenons F^galite (6) que 
j’ecris, en la developpant : 

JKl + ^4 JK4 -H ^777 = ^4 A ^7^7 • 

Donnant a .2?^ , ^7 des valeurs egales ; le premier membre 

devient proportionnel a -[-JK4 -hjK?? e’est-a-dire a jv* 7 ; dans le 
second membre de notre identite, les coefficients de y\ et de y\ 
doivent done s’annuler; done x\ et x!^ s’annulent en m^me 
temps que les differences X\ — x^ et Xl^ — 277, ce qui demontre que 
x^ et x\ sont lies a ces difi^erences par des relations lineaires. 

Nous supposerons done quey; soit proportionnel a/^ -4-J4H-77 
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et que x\ et oc,^ ne dependent que des diOerences ei 

Xr, ^ 7 . 

Mors F lie depend pas de ^“ 7 , et Ton a 

y7=78 = yu = o. 

On n’aura done a sdnquieter que des douze variables 

•••■)/() 5 nombre des degres de liberie sera re- 

duit a six. 

2o. Tfe limi nation des noeuds. — Envisageons une premiere pla- 
nete fictive dont les coordoniiees soieiil x\^ y etdont la quan- 
tile de mouvement ait pour coinposantes y \ , • 

Le plan de Forbite instantanee de cette planete fictive, e’est- 
a-dire le plan qiii passe par Forigine, par la planete et par sa 
\itesse sera parallele aux deux vecteurs qui out pour coinposantes 
x \ , y , y , et y \ , ^ 0 , . H sera done perpendiculaire an \ ecteiir V, 

qui a pour coinposantes 

•^2 73-^3 72. ^'37i-^l73, M72““-^27i- 

Envisageons mainteiiant une seconde planete fictive, dont les 
coordonnees soient .^?',,, y et dont la quantitede mouvement ait 
pour composantes y'^, 

Le plan de Forbite instantanee de cette planete fictive sera per- 
pendiculaire au vecteur V', qui a pour coinposantes 

76 — ^6 73, ^6 74-^176. <75-'^‘5 7 l- 

D’autre part, le vecteur des aires qui a pour coinposantes 

est perpendiculaire au plan invariable. 

Mais les sommes que nous repr^sentons par II 3 n’ont plus que 
deux termes 5 le troisieme terme s’annule de lui-meme puisquej)^^, 
y's Ji) nuls. 

Cliaque composante du vecteur des aires est done la soxnme 
des composantes correspondantes de V et V'. Le vecteur des aires 
est done la somme gdometrique des deux vecteurs V et Les 
trois vecteurs sont done dans un meme plan. 
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Done, les trois plans, qui sont respectivement perpendiculaires 
a ces trois vecteurs, e’est-a-dire les plans des deux orbites instan- 
tan^es et le plan invariable, sont paralleles a une meme droite. 

V intersection des plans des deax oi^bites instantanees reste 
done constamment para! tele au plan invariable, 

C’est cette propriety qu’on a appelee assez iin propremen t Veli- 
minaiion des noeuds; sans doute parce que I’on n’a pas a envi- 
sager separ^ment la longitude du noeud de la premiere orbite et la 
longitude du noeud de la seconde, si Ton rapporte les longitudes 
ail plan invariable. 

Cette propriete ne subsisterait plus si Ton prenait des planetes 
Getives deGnies autrement que par le ebangement de variables que 
nous etudions; si, par example, on prenait, comme on le faitd’or- 
dinaire, des planetes Getives don t les coordonnees et les vitesses 
par rapport a des axes Gxes seraientles memes que les coordonnees 
et les vitesses des planetes reelles par rapport a des axes invaria- 
blement lies au Soleil. 

26. Premier exemple. — Nouspouvons prendre, par exemple : 

x\ = Xi — ^ 7 , X^z^X'i 

71=^1, 74=7'o 77 =71-^74 -*“77- 

On veriGe aisement : 

1° Que la relation (6) est satisfaite ; 

Que/^ est egal a 4-74 + 7? ; 

Que x\ et Xr^ ne dependent que des differences x^ — x^ et 

.X‘4 — Xq. 

Ce ebangement de variables jouira done desproprietes enoncees ; 
il n’alterera pas la forme canonique des equations ; il n’alterera 
pas la forme des integrales des aires; les variables x^ ne 

figureront pas dans les equations et les variables 7^ , 7^ , 7^ seront 
constamment nulles, de sorte que le nombre des degres de liberte 
sera egal a 6. 

Quant a nos deux planetes Getives, il est aise d’en trouver la 
signiGcation. La premiere aura pour coordonnees celles du point A 
dans son mouvement relatif par rapport au point C ; mais elle 

3 
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aurameme quantite de mouvement que le point A dans son mou- 
vement absolu. De meme pour la secondc planeie lictivo. 

27. Plan^tes Actives. — L’inconvenient de la solution prece- 
dente est aise a apercevoir, bien qu’il ne faille pas s en exagerer 
I’impoi'tance. Des quaiilites 

r'l, y'i, y'i 

ne sent pas proportioiinelles aux derivees 

dx\ dx\^ ^ 

~dl^ dt 

Considerons la premiere plarxete fictive; a 1 instant t nous lui 
attribuons certaines coordoiinees , ^ 2 ? *^11 une ceitaizie (jaau- 
tite de moavement a Tinstant ^ 4 - nous lui attribuons 

pour coordonnees x\ H- dx j, x,^-^ dx,^<) x.^ 4“ dx.^. Mais la vitesse 
qu’elledevrail avoir pour passer dans le temps dJ de la premiere 
position a la seconde n’est pas celle qu’on deduirait de la quantile 
de mouvement que nous lui avons attribuee. 

On comprendra mieux la poi'tee de cette objection an Cba- 
pitre IV quand je parlerai de la definition des orbites osculatrices. 
En tout cas, il est aise de Irouver une autre solution qui soil 
exempte de cet inconvenient. 

Pour cela, il faut que Ton ait 

. t dx'i 

les etant des coefficients constants tels que 

= /?^2 = fn'i ; = m'^ = m'^ ; m, = m’^ = . 

Nous conservons, d’ailleurs, toutes nos autres hypotheses. 

Alors m\ = ml = represente la masse de la premiere planete 
fictive et m\=: represente celle de la seconde planete 

fictive; ety\,y,, y^, par exemple (on y,, y^), representent 

bien comme il convient les trois composanles de leur quantity de 
mouvement. 

Nous pourrons ^galement regarder 

m'^ = m'g = ; 

/t. y 8 > y# 
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comme la masse, ies coordonnees et les coinposantes de la quantite 
de luouvement d’lm troisieme corps fictif. 

Comme nous avons conserve toutes nos autres hypotheses et en 
particulier celle qui est exprimee par Tidentite (6), nous aurons 


1 , , dx\ 



ruiXi 


dxx 

dt 


. dx. dx, dx^, dxs dxi dx-. i ^ 

iVlais nous avons entre et — — r ? — lesmemes 

dt dt dt dt dt dt 

relations lineaires qu’entre et ^4, Xf, Je puis done, 

dx'- 

dans ridentite precedente, remplacer les derivees ~ par les quan- 
tiles x'l elles-memes ; j’obtiens ainsi 


(9) 


2 


D’autre part, comme par hypothese j’ai entre x,^^ x\^ x^ et 
^3, ,^8 les Illumes relations lineaires qu’entre x\^ x\^ x\ et x^-, 
je puis ecrire egalement 


(9 

et de meme 


(9 


2 7?i', x\ a ? 2 — 2 mix>^x^ 

^ 1^1^,*} ~ T)X^ X^X-^ == 77Zi ^2^3 * 


D’autre part, comme nous avons entre x'^, x\^ x\^ et x>^^ Xj 
les memes relations lineaires qu’entre leurs derivees, nous aurons 


I .'”- ( S)‘-2 


771 1 


dxx \ 2 
'dt 


et de meme 


dx'^ \ 2 
dt 




( dx^ 

'W 


en ajoutant ces trois egalites on trouve 


/ dx-^ 


Jdx'A^ 




dt 
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ou cette fois il faut donner a I’indice i toates les valeurs possibles. 

Cette equation exprime que la force vwe des trots coips fictifs 
est egale d la force vwe des trots corps reels. On a done 


T 




4 - 

m 


Ainsi Texpression de Tenergie cinetique T eri fonction des et 
des derivees des ou encore en fonction des m’ et des est la 
meme qu’en fonction des m etdes derivees des ou encore qu’en 
fonction des m et des y. 


28. Ces relations ( 9 ), (9 to) et {^ter) sont susceptibles d’une 
interpretation geometrique tres simple. 

Soit Z un axe quelconque passant par I’origine, P et F deux 
plans rectangulaires passant par Paxe Z; soient a, y les cosinus 
directeurs du plan P ; soient f ceux du plan 

La distance du point A (premier corps r^el) au plan P sera 

OLCCi-h Y^3; 

sa distance au plan F sera 

oc'xi -h 

le carre de sa distance a Paxe Z sera 

et le moment d’inertie du sjsteme des trois corps reels par rapport 
a Paxe Z sera 

De m^me le moment d’inertie du systeme des trois corps fictifs 
par rapport a Paxe Z sera 

J' = 

En d^veloppant les carres entre parentheses, on verrait que J 
est un polynome du second degre en a, [3, y; y'; et qu’il en 

est de m^me de P. 
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Le coefficient de egal a celui de est egal a 

2 m^x\ 

3 

dans J et a 

dans le coefficient de aajS, egal a celui de 2 a/ [3^. est egal a 

dans J et a 
dans 

En resume, chaque coefficient du polynome J est egal au second 
membre de Tune des egalit^s (9), (9 bis)^ (9 ter) et le coefficient 
correspondanl du polynome J' est egal au premier membre de 
cette mime egalite. Les deux polynomes J et E sont done iden- 
tiques. 

Done, le moment dHnertie des trois corps fictifs par rapport 
a un axe quelconque passant par Vorigine est egal a celui des 
trois corps reels. 

29 . II s’agit done de determiner les relations lineaires qui lient 
x\^ k Xij Xjix Xt^ de facon a satisfaire a la condition (9). 

Le probleme comporte evidemment une infinite de solutions ; 
voici celle qui est la plus simple et la plus communement adoptee. 


Fig. I. 
B 



Prenons OxV egal et parallele a CA. Nous avons deux masses nix 
et m^ placees respectivement en A et en C; je represente en D le 
centre de gravxtl de ces deux masses. Je dis que nous pourrons 
remplacer ces deux masses par une masse mi + m^ placee 
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an point D et par ime masse m', placee an point et telle que 

I _ 1 

m\ ~~ 771 i 77 li 

En effet, si je designe par les coordonnees dii point 

par ^7, x'^ celles du point D, il est manifeste que x\, x[,, 

dememe que x^^ x^, seront des fonctions Hneaires des coor- 
donn^es des points Aet C; et, d’aiitre part, que nous auronseiUre 
x\^ x^ et x^ la meme relation lineaire qu’entre x\^^ x^ et x^ ou 
qu’entre^g, x^ et x^ et que nous aurons entre x^^ x^ et x^ la 
meme relation lineaire qu’entre ^g, x-y et x^ ou qu’entre x'^^ x^ 
et Xg. 

Nous avons, en efTet, 

x\ — Xi — xty = xz — ^87 ^3 = ^3 — Xq. 

m'^ x'r^ =i?iiXi-h 7^7 a?7, m!^ x'^ = mj ^2 •+• 5 ^^7 ^9 = ^3 ^7 ^9 * 

11 resle a inontrer que nous avons bien la relation (9), ou que 

(10) m 1 x\^ H- /n 7 Xf = mi -f- 77^7 x f , 

ce qui revient au m^me, car, comme nous n’avons pas toucli^ au 
corps B, nous avons 

m4 = m4, x\^x^, x'^ — x^, x'^ — x^. 


Or la relation (10) pent s’ecrire 


m'l (57i ~ ir7)^ -f- 


(miiTiH- TU’iXriY 
7n\ 


'tYi\x\ -H i-n^x]. 


En identifiant les deux membres, je trouve 


, m? , m\m^ 

m^ H 7- = TTix 5 — mj -H -f — = o 5 

^ m 7 ^ m. 


, 7n] 

ni\ -i j- — /?i7. 


Ces trois relations me donnent respectivement 


m'j = — 


m'y 


771 \ — mi ) ^ mi 7/17 

77 li ” ^7 ^ 


TTli m7 

m, ^ 


_ .V, — m^) 

>1- -5- -7 


ITZiTTt'i 

TU'^ 
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Elies me conchiisent done a la meme valeur de m, etTona cl’ail- 


leurs 


I 

m\ 




m 1 


m \ -f- /?Z7 
irii rri’i 


I 

rrii 


i 

7^7 


La relation (lo) est done etablie. 


30. Nous venons de voir qiie nous [)Ouvons remplacer deux 
masses /7^^ et ni’^ situees en A et en C, par deux masses 

, mi nir 

mi mn. m\ = 

situees en D, centre de gravile de A et de C, et en A^ 

Nous aurons done rempJace nos trois masses reelles 


situees en 


par trois masses fictives 


situees en 


/?ll, 7714, m-i 

A, B, G 

7n\, 7714, 777 j -h 7727 

A\ B, D. 


Appliquons une seeonde fois la meme transformation et operons 
sur les deux masses B et D comme nous avions opere sur les deux 
masses A et C. 

Menons done OB^ egal et parallele a DB et placons au point B' 
une masse fictive nir^ telle que 

I __ I I 7?7i -f- 7774. + 7777 

7774 7774 777iH- 7777 7774 ( 777 j -4- 777; ) 

Considerons, d’autre part, le centre de gravite G des deux 
masses B et D; ce sera egalement le centre de gravite des trois 
masses reelles A, B, C, et placons en G une masse fictive 

m \ = 7774 -+- ( 772i -f- 7777) = 7?7i 4- 7774+ 7777. 

Nous aurons ainsi rem place les deux masses B et D par deux masses 
nouvelles B' et G. 

En resume, nous avons successivement remplace les trois masses 
reelles 

777i, 7774, 7777 611 A, B, C, 
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par les trois masses fictives 

m'l, 7?2l4-/?^7 en A', B, D, 

puis par les trois masses fictives 

/n'l, m'^ en A', B', G. 

Nous avons ainsi defini un changement de variables qui jouit 
de toutes les proprietes enonc^es dans les numeros precedents. 

Comme le centre de gravite est suppose fixe, le troisieme corps 
fictif qui est en G doit etre regarde comme fixe. 

On n’a done a s’inquieter que du mouvement des deux planetes 
fictives Pi! et B', de sorte que le nombre des degres de liberie est 
reduit a 6. 

Les Equations du mouvement conservent la forme canonique ; 
les integrales des aires conservent ^galement leur forme. 

L’expression de Tenergie cinetique T en fonction des masses et 
des vitesses fictives est la m^me qu’en fonction des masses et des 
vitesses reelles. 

Au contraire, dans I’expression de I’energie potentielle U, il 
faut conserver les masses reelles et leurs distances reelles. Mais 
nous devons observer que U ne depend que des differences — ^7, 
^4 — 577, etc.; done U ne depend que des coordonnees 
des deux premiers corps fictifs A' et et ne depend pas des 
coordonnees du troisieme corps fictif G (que nous supposerons 
d’ailleurs nulles). 

31 . On pent exprimer leresultat auquelnous venons de parvenir 
en disant que la premiere planete A est rapport^e a des axes 
mobiles passant par le corps central C, ou plus simplement aii 
corps C, et que la seconde planete B est rapportee au point D, 
centre de gravity de A et de C. 

Ce rdsultat peut dvidemment se generaliser; soil un corps cen- 
tral C et n planetes P^, Po, ..., P,^; on rapportera P< a C; P2 au 
centre de gravity de P^ et de C; P3 au centre de gravitd de 
de Po et de C; et ainsi de suite. Le procedd s’applique done a un 
nombre quelconque de corps. 

II est cl air qu’au lieu de rapporter A a C et B au centre de gra- 
vite de A et de C, nous aurions pu au contraire I'apporter B a C 
et A sra centre de gra\dte de B et de C. 
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Dans ce qui va suivre, sauf avis contraire, nous supposerons 
toujours qu’on a adopte le changement de variables du n® 30 et 
non celui da n"" 26. Nous poserons souvent 

jn-) 

Ua = - Al) + (m - Ic)’ 

d’ou 

U = U I -4- U 2 "4- U 3 . 


32. Cas oii Tune des masses est nuUe. — H J ^ des cas ou Tune 
des masses est assez. petite pour que les effels en puissent etre 
entierement negliges. C’est ce qui arrive, par exemple, quand on 
etudie les perturbations d’une petite planete par Jupiter. Le mou- 
vement de la petite planete est trouble par Jupiter, mais celui de 
Jupiter n’est pas trouble par la petite planete. 

C’est ce qui arrive encore dans la theorie de la Lune. La masse 
de la Lune est assez petite pour qu’on puisse admettre que le 
mou vement relatif du Soleil par rapport au centre de gravite 
Terre^Lune n’est pas altere par I’attraction de la Lune. 

Supposons done que la masse 7714 , par exemple, puisse etre 
regardee comme un infiniment petit du premier ordre. Nous aurons 
alors, a des infiniment petits pres du deuxieme ordre, 

/Tli ( TTli - 4 - 7727 ) 

m , — — — = 7724. 

** 7721 7724-1- 7727 


Done m\ sera un infiniment petit du premier ordre etil en sera 
de meme de y^^ et par consequent de ^ • Nous 

pourrons poser 

T = Tt + T2, 


^ 2\m\ m\ 7725/ 2 \ 7724 7725 772g/ 

de sorte que T^ et T 2 representent respectivement Fenergie cine- 
tique de la premiere et de la seconde planete fictive et de meme 


U = Ua-4-U2-4-U3, 




7721/724 77277724 

^BG"* 


772i 7727 

"AG"' 


U 2 *4” U 3 = 


AB 



CIIAPITRE II. 


4-2 

Nous Yoyons que Tn et To sont finis, tancHs que U^ et Uo+ U3 
sont dll premier ordre; nous serons done ameiies a poser 

F = 4 >o-l- -1- Ui ; = T2 4- Uo-f- U3. 


Nos equations canoniqiies peuvent s’ecrire 

dx'i _ ^ d^ _ d^ 

~di ~ ~dyi ’dy'i' dt ~ dx't dx\- 


Pour la premiere plaiiete Active, e’est-a-dire pour ^ = i , 
d^\ 


2, oil o, 


nous voyons que est nul, puisque To ne depend que de jk',, , 


/ ^ . . T d^o ^ dy'i 

jFg, jFeJ que mf^ est tres petit, tandis que -^-7- et sont 

finis; nous pouvons done negliger les termes en<X>< et nos equations 
s’ecrivent 


dx'i _ d^Q dy'i _ 

dt dy'i ' dt dx'i 


Comme <E>o ne depend que de.2?' , ^'35^15^2? /a? nous avons 

un systeme complet d’equa lions canoniques (12) a trois degres de 
liberte; ce systeme d^finit le mouvement de la premiere planete 
fictive ou, ce qui revient au m^me, le mouvement relatif de la pla- 
nete A par rapport au Soleil C. Ce mouvement est done le m^me 
que si la masse irif^ n’existaitpas ; e’est done un mouvement ellip- 
tique keplerien. 

Etudions maintenantle mouvement de la seconde planete fictive, 
e’est-a-dire le mouvement relatif de la planete B par rapport au 
eentre de gravite du systeme des deux corps A et C. Pour cela, 
reprenons les equations (i i) et donnons a Pindice i les valeurs 4 , 
5, 6 . Comme ne depend pas de x\, a?;, j;, j;, ces 

equations se reduiront a 


(i3) 


dt 




Wi' 



d^i 

dx'i 


Comme le mouvement de la premiere planete fictive pent etre 
regards comme connu, les quantiles x\, y\^ y\ seront 

des fonctions connues du temps. Nous pourrons done les remplacer 
dans et dans ses deriv^es par leurs valeurs en fonction du 
temps. 
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Nous aurons done, pour definir le moiivement de la seconde 
planete fictive, un systeme (i3) d’equations canoniques a trois 
degres de liberie. Mais la ibnetion caracteristique dependra 
non seulement des inconnues mais encore 

dn temps. Nous serons done dans le cas du n” 12. 

Nous pouvons ecrire les equations (i3) de maniere a mieux 
mettre en evidence I’ordre de grandeur des difFerents termes. 
Posons, en efFet, 

74 = i yi , r's = '^^5 75 j 7 g = < 76 ■ 

ou, ce qui revient au meme, puisque = = m\ et que Ton 
pent supposer = a des infiniment petits pres du deuxieme 
ordre ainsi que nous I’avons montre plus haul, 

7 /= ^47/ =* 4, 5,6). 


Les y^ seront finis, puisque les y sonl du premier oi'dre; et il 
viendra 


^i=-(7?+7?-H7?) 


m\ m-i 

AB 


et nos equations (i3) s’ecriront 

( ^ dy] _ d^i 

dt dy'i ’ dt dx'i 

Ici les inconnues x' et y” sont finies et tons les termes de se 
presentent sous forme finie; la masse W 4 ne figure plus nulle part 
dans les equations. 


33. Dans ce qui precede, nous avons rapporte la petite planete B 
au centre de gravite de A et de C, et la grosse planete A au 
soleil C. Nous aurions tout aussi bien pu faire le contraire et rap- 
porter la petite planete au Soleil, et la grosse planete au centre de 
gravity du Soleil et de la petite planete. Nous n’avons pour cela, 
tout en conservant nos relations, qu’a supposer que e’est la 
masse du corps A qui est infiniment petite. 

La petite planete A est alors rapportee au Soleil C et la grosse 
planete B au centre de gravite D de A et de C; mais, comme la 
masse de A est nulle, ce centre de gravity D coincide avec C, de 
sorte que la grosse planete est ^galement rapportee au Soleil. 
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On aura alors, aux infiniment petits pres dii premier ordre, 

m-i) 

jYi ' = J 

/n, -h 7724 -f* 7^7 


et aux infinirnerit petits pres du second ordre, 


Nous conserverons a T^ et a T 2 , a U^, U 2 et U 3 la meme signi- 
fication que dans le numero precedent. 

lei, T 2 et U 2 sont finis, T^ et 4 - U 3 sont du premier ordre ; 
nous poserons done 

F = TTii <f>i, <I»Q = T2 -f" U2, mi <l>i = Ti-h Ui -h IJ3, 


et nous retrouverons les equations (n), u cette difference pres 
que m.r, y sera remplace par mi. 

Si nous etudions d’abord le mouvement de la grosse planete, 
nous pourrons ndgliger <I>i etnous retrouverons le systeme d’equa- 
tions canoniques ( 12 ), ce qui montre que le mouvement de cette 
planete est kepierien. 

Si nous voulons etudier le mouvement de la petite planete, il 
nous faut, dans les Equations (i i), donner a I’indice i les valeurs 
1 , 2 ; 3; les derivees correspondantes de ^0 dtant nulles, nous 
retrouverons les equations canoniques 


(i 3 his) 


dt ^ dy\ ’ dt ^ dx) 


Posons alors, conime au numero precedent. 


il viendra 


= 5 (y? +y? 


et nous retomberons sur les equations (i 4 )* 


3i. Nous avons vu au n'' 12 que, quand la fonction F depend 
explicitement du temps, Fint^grale des forces vives cesse d’exister. 
Dans les Equations (i4) des n®® 32 et 33, la fonction caracteris- 
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tique depend non seulemenl des inconnues et mais 
encore du temps; I’integrale des forces vives = const, n’a done 
pas lieu. 

II en est de meme des integrales des aires. Que deviennent 
done I’integrale des forces vives et celle des aires, qui sont vraies 
dans le cas general, lorsqiie Ton fait tendre Pune des masses vers 
zero ? Elies ne cessent pas d’avoir lieu, mais, a la limite, ce sont 
des relations entre les coordonnees et les composantes de la vi- 
tesse de la grosse planete, ou les coordonnees et la vitesse de la 
petite planete ne ligurent pas. Elies deviennent done illusoires, en 
ce qui concerne I’etude du mouvemeiit de cette petite planete. 

En revanche, ainsi que nous Favons vu au n*^ 12, nous pouvons 
faire subir aux equations (i4) des changements canoniqaes de 
variables sans en alterer la forme canonique. 

35. Probleme restreint. — Dans la suite, nous serons frequem- 
ment conduits a etudier de plus pres un cas particulier simple. 
Je suppose que, Fune des masses etant nulle, le mouvement relatif 
de la grosse planete par rapport au Soleil soit un mouvement 
kepierien; je suppose, de plus, que, Fexcentricite de cette ellipse 
keplerienne etant nulle, Forbite de cette grosse planete soit cir- 
culaire. Alors la grosse planete et le Soleil decriront des circon- 
ferences concentriques autour de leur centre de gravite commun 
et ces deux circonferences seront dans un meme plan. 

Je suppose enfin que, la position et la vitesse initiale de la petite 
planete etant egalement dans ce meme plan, cette petite planete 
reste constamment dans ce plan. 

C’est la ce que Fon appelle le probleme restreint. On peut le 
traiter soit par le procede du n^ 32, soit par celui du n^ 33. Dans 
les deux cas, la grosse planete sera rapportee au Soleil, mais la 
petite planete pourra etre rapportee, soit au Soleil, soit au centre 
de gravity de la grosse planete et du Soleil. 

Nous avons vu au n^' 34 que, pour une petite planete, les inte- 
grales ues forces vives et des aires deviennent generalement illii- 
soires. Mais, dans le cas particulier du probleme restreint, il y a 
une combinaison de ces integrales qui subsiste et nous fournit 
une integrale du systeme (i4) connue sous le nom d integro^le de 
Jacobi; e’est ce que nous verrons plus loin. 
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36 . Fonction perturbatrice. — Nous avons 


Ui-+-Uo = - 


m^m-i m-,) 

"AG BD 


U 3 = 


/?2;( mi -f- m-i) 

BD 


m4 7717 ^^4 

"BG AB"‘ 


Nous SLipposerons generalement que le corps C esL le Soleil el 
que les corps A et B soul des planetes. II en resulte que les 
masses rrix et m,, sonl Ires petites par rapport a el peuvent etre 
regardees comme du premier ordre. 

II en resulte que le point D est tres voisin du point C puisqu’il 
partage Ja distance AC en segments proportionnels a et La 
distance CD peut done ^tre regardee comme du premier ordre et 
il en est de meme des diff'^rences 


BG-BD, 


I I 

BD “ BG‘ 


Dans ces conditions, Ui -f- Uo est de premier ordre puisque Lous 
ses termes contiennent en facteurs ou mi, \ et 

u. = 

est du second ordre, puisque tons ses termes contiennent en fac- 
leurs soil rrix soil 



D autre part, et m'j. sont du premier ordre et il en est de 

meme des7;. = mi ^puisque, pour/=:i, 2, 3 , 4, 5 , 6, la masse m\ 

est infiniment petite et que, d’ailleurs, 7', 7^, sont nuls. 

11 en est done encore de m^me de 


it 

. J 

et de 

T = T, + T2, 

ou je conserve aux notations T, et T. le m^me sens qu’au n“ 32 . 
Nous pouvons alors poser 


F = Fo4-|jiF, 
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avcc 

Fq = T -i- U 1 -h U2 , JX F] = U 3. 

Alors Fq esl da premier ordre, |jlF^ du second ordre, et, si a 
designe un coefficient nuinerique tres petit de I’ordre de m>, et de 
m., , F^ est du meme ordre que Fq. Grace a I’introduction de ce 
coefficient p, la grandeur relative des deux termes Fo et pF^ se 
trouve mise en evidence. 

Le second terme pF< a recu le nom fonction pertiirhati'ice. 


37 . Etudions d’abord le terme Fo, nous avons 


(i5) 


Fo= T,- 


nii ni'i 

Tc” 




BD 




La premiere paren these ne depend que de , * 72 ? JFs ? 

la seconde ne depend que de x'^.^ jKg, .7I;* Si, en pre- 

miere approximation, nous negligions le terme tres petit [J.F^ el 
que F se reduisit a Fo, nous aurions 

F = F;HhF;, 


Fq et Fq designant la premiere et la seconde parenthese du second 
membre de (i 5 ), de sorte que 


f; = Ti+Ui, 


d?' 


dF' 


dx'i dy'i 
dx\ dfi 


= o 


F 0 = T 2 “H U 2 5 


(z; = 4, 5, 0 j. 


et nos equations canoniques deviendraient 


(16) 


(16 his) 


dx'i 


dy'i 


dt 

" dy'i ’ 

dt ~ 

dx’i 

dx'i 

dr. 

dy'i _ 

dF\ 

dt 

" dfi ’ 

dt 

dy'i 


(t = T, 'X, 3), 
(z: = 4, 5.0;. 


On pourrait alors considerer separement le mouvement de la 
premiere planete fictive et celui de la seconde; car, dans les equa- 
tions (16) figurent seulement les coordonnees et la vitesse de la 
premiere planete et dans les equations (i6 bis") seulement celles 
de la seconde planete. 
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Si nous examinons cPabord les equations (i6), nous voyons que 






nil nirj 

"AC“* 


Le mouvement de la premiere planete fictive sera done le meme 
que celui d’une masse mobile m\ attiree par une masse fixe 


nil m-i 

m\ 


nil -f- ni'i 


Ce sera done un mouvement elliptique conforme aux lois de 
Kepler. 

Si nous passons aux equations nous avons 


F" — 
■^0 “ 


77(7?- 


-75' +76-)- 


7^4 ( TTZi -I- 7727 ) 

BD 


Le mouvement de la seconde planete lictive est done le meine 
que celui d’une masse mobile 

H- 7717) 

]yi, — , 

* mi-f- 7727 

attiree par une masse fixe 


rri’i) 


= 7724 -F 


C’est done encore un mouvement keplerien. 

Comme les terines negliges pF^ sont tres petits par rapport aux 
termes conserves Fq, I’erreur commise n’est pas grande. Les or- 
bites diff^reront done peu des ellipses kepleriennes ; et les pertur- 
bations subies par ces orbites elliptiques seront tres petites. 


38. Etudions maintenanl la fonction perturbatrice [i.F^ . Je puis 
ecrire 

(bd - its) + ( 571^ — Sb) (bd — Bc) ■ 

Le premier terme du second inembre a recu le nom de par tie 
principale de la fonction perturbatrice; Pensemble des deux 
derniers termes s’appelle la par tie complementaire de La fonc- 
tion perturbatrice. 
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La partie principale pent s’ecrire 

nii ni!, -p — -- -- --- ■ :• ^ — , 

+ (-^ 5 — ^2)'^-^ (^6—^3)- J 

et il est interessant de voir comment on pourra passer de I’ex- 
pression de cette partie principale a celle de la fonction pertur- 
batrice complete 

Supposons d’abord que 

AG = y/ 57 — 1 — cc 2^ -{- cc 3^ 

soit plus petit que 

BD = \/ ^'4^ -f- 4- . 

Dans ce cas, I’expression 

= [{< — < y- 

pent se d^velopper suivant les puissances croissantes de ^2? -^3* 
Nous avons, en effet, 

(A'B')2 = (BD)2-i-(AG)2--2AG.BDcosY, 
et, par consequent, 

(17) =[BD-AG 6 ^'rr^lBD-AG.-Tn, 

ou y est I’angie de la direction BD ou OB' avec la direction AC 
ou OAG 

Chacun des deux facteurs du second membre de (17) est deve- 
loppable suivant les puissances de toutes les fois que cette qiian- 

tite est plus petite que i . II en est done de meme dii premier 
membre et je puis ecrire 

A B' ^ 

ou est une fonction de I’angie y. 

II serait d’ailleurs aise de voir que le terme general de cette 

serie Vn peut etre mis sous la forme du quotient de deux 

polynomes entiers en ^3, ^5, 

P. - I. 


4 
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Je me Lornerai a renvoyer, pour plus tic details, aux n"*® 22, 23, 
24 de mon Oavrage ^xxrXe Potentiel newtonlen (Paris, Naud, 1899 ) 
et a la page 5o de mon Ouvrage sur les Figures d'' equilibre d^une 
masse fluide (Paris, Naud, 1908 ). 

Je reviendrai d’ailleurs sur cette question dansun Chapitre ulte- 
rieur quand je traiterai en detail du ddveloppement de la fonction 
pertiirbatrice. 

Cela pose, le premier terme de notre serie, qui correspond a 
n = o,ne sera pas autre chose que de sorte que la partie prin- 
cipale de la fonction perturbatrice aura pour valeur 

(18) 

ou n pent prendre touLes les valeurs entieres positives: 1 , 2 , .... 
Maintenant, la fonction perturbatrice complete pourra s’ecrire 

|a.Fi= W2im4(^jg^ — ■” 

et nous aurons 

BA2= — — aa:^)24-(a7;— 

BG2 = ( 57 ; - )^H- {xL p r-H (^6 - )^ 

ou 

7^7 Q — 7?Zl ^ 

a _ , a = ; 

nii-^ 772 1+7717 

car on voit imm^diatement que les projections du vccteur DiV 
sur les irois axes sont olx\^ ax[,^ et que celles du vecteur DC 
sont Px[^ 

On voit que les expressions de BA et de BCne different de celles 
de A'B' que par la substitution de ou de ^x\^ . . a 

.r; , .... 

Nous aurons done 

BA BC 

oil n prend les valeurs o, i, 2 , .... 

Nous pourrons done ecrire ‘ 

j A G 

F 1 = ( mi + M 7 ) ( OTi oc» + m, ) P„ ■ 
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Mais est egal au premier terme de la serie Pq et, rraiilre 


part, 


7nia'2--h ^7^'^= (ap«— ^a«). 

On a done 

[jlFi = -f- m 




Mais, pour n = o, on a 


a fi«— fia« = a — S = I et -A P^? — Jl- , 


le Lerme correspondant est done detruit par le terme ^ - 

^ BD 

Pour /z ~ I, bn a — pa"=: o et le terme correspondant est 
nul. 

Nous pouvons done ecrire 

fx F 1 = — ntt ( H- /?17 )^( g ^ ^ g" ) P„ g , 


Oil n prend les valeurs 2 , 3 ,..., ou bien encore 






AC'^ 


(on doit prendre le signe -|- si ii est pair et le signe — si n est 
impair). 

' Ainsi done, quand on a developpe la partie principale de la 
fonction perturbatrice.sous la forme (i8) et que Ton veut obtenir 
sous la meme forme le developpement de la fonction perturbatrice 
complete, il suffit de multiplier chaque terme par un facteur 
constant convenable. 

Ce facteur constant 


est egal a i a des quantites pres de V or dre de pour n = 2, 
3 , . . . ; et il est egal a 0 pour 71 = i. 

Done, d des quantity pres de Vordre c’est»a-dire du 

troisieme ordre, la fonction perturbatrice [JlF^ sera egale a sa partie 
principale, moins le premier terme du developpement (18) de 
cette partie principale. 
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Cette partie principale sera egale a 

AG^ . 

(n = r,2,...) 

el la partie complementairc a 

(19) mi 7724 Pi 


aiix quantiles pres du troisieme ordre. 

II est d’ailleurs aise de transformer cettc expression (19), qui 
represente Tensemble des termes da premier degre dans le deve- 
loppement de 


77217724 

A'B' 


= mi nil, [(^1 — -f- (^3 — og\ Y 4- 


1 



suivant les puissances de x\^ x[^. 

Nous trouvonSj enefFet, en negligeant les carres de x[,^ x[^^ 


Jill 7724 r I X\ X[ H- X[>, 57 '- -h xL X’(. 

_ = LbD ^ BD3 ^ 


11 reste done, pour I’expression approximative de la partie 
complementaire, 


772 i 7724 

"BIF" 


{x[ xl xi, x'^ 4 - ). 


39 . On peut arriver au meme resultat par une voie moins de- 
tournee. Soil 

(r¥ - i) 

la partie compldmentaire a etudier. Comme de 

I’ordre de le premier terme est de Fordre de e’est- 

a-dire du troisieme ordre. Passons au second terme 
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’On a troiivc 


BG 




Developpons^ suivant Ics puissances de ce qui est possible, 

puisque, j3 etant tres petit, pAC = DC sera toujours plus petit que 
BD; il viendra 


' - * • fip 


BG BD 


•P^P 2 


AG2 

BD3 


Le troisieme ternie du second membre (el, a fortiorij les termes 
suivants) pourra etre neglige, car, multiplie par il devien- 

drait de I’ordre de 7724 e’est-a-dire de Fordre de e’est- 

a-dire du troisieme ordre. Il reste done pour noire partie comple- 
mentaire, toujours aveclameine approximation, 

AG 7??i ^ AG 

- PP, ^ __P, 


on, en negligeant encore in!,m\^ 


777,4 ^^^1 



miTTij^ 

IbP" 




^6 )• 

C. Q. F. D. 


Cette demonstration s’applique au cas ou AC est plus grand 
que BD, Landis que, dans le numero precedent, nous supposions 
AC plus petit que BD. 


40. Examinons, en particulier, ce qui se passe dans les cas 
etudies aux n°' 32 et 33, et ou Tune des masses est nulle. Sup- 
posons d’abord, coinme au n'" 33, m^ — o, Alors, les deux pla- 
netes sont rapportees au Soleil, car les points D et C se con- 
fondent. 

Nous avons alors 

F = 4>o -h 7?li 

et nous pouvons ndgliger les termes en m]. Nous negligerons done 
dans la fonction perturbatrice les termes en m \ ; nous avons 
vu que, avec cette approximation, la partie compldmentaire de la 
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fonction perturbaLrice se reduit a 


jiii nif, 

"BlP' 


— h ^2^5 ^3 ^6 )* 


Mais le point D, elant tres pres dii point C, la distance BD pent 
se rednire a BC et A'B' a AB a des cjuantites pres de i’ordre 
de 77? 1 . 

Nous aurons done, on negligeant m]^ 


F = (Ti 4-T2)- 


miin^ -H /7?7) 

"AG“ BO 




?7ii nif^ 

“b1> 


{x\x’,^~^ x[x’.-^ x’;^x'^). 


Dans les deux dernJers lermes avec la in^me approximation 
BD peat etre reinplace par BC; d’ou, en negligeant 7?^^ dans Tex- 
pression de <J>o et m] dans celle de <I>^ , 


<1^0= T 2 - 


7714 (mi -f* m-j) 

BG ' 





ni- 

AG 


-h m4 



7724 

BG3 


{x\ x\ -H ^5 ^3 ir'e ). 


Rappelons qiie, avec les notations da n° 33, 


li 

/?ii 




41. Si Ton suppose, an contraire, comme aa n^ 32, 7?ir, = o, 
la grosse planete est rapport^e au Soleil et la petite au centre de 
gravite de la grosse planete et du Soleil. On trouve alors 



772iH-7?2- _ I \ I '\ 

“BD VBD “ 


-h jyix 


( 


A'B^ 





Dans le second membre de cette expression, le troisieme terme 
correspond a la partie principale de la fonction perturbaLrice et 
les deux derniers termes a la partie compl^mentaire. 

II n’y a d’ailleurs aucune simplification particiiliere. 


42. Oas de la Lnne. — Le cas de la th^orie de la Lime exige 
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Lin examen special. Nous supposerons qiie le corps A est la Lune, 
le corps B le Soleil^ le corps C la Terre. Dans ces conditionSj 
on voit que AC est beaiicoup plus petit que BD. 

Posons alors 

u= Ui-hU.-f-Us, 

niim-i m^ ) 

= = gjj3 , 


Us = mi W4 




/?l4 7?l7 


^ I 

,BD 


BO 


)■ 


Je conserve d’ailleurs a T, et a T 2 la meme signification qu’au 
n^ 32, de sorte que 

F = Ti -H T2 -T- Uj -h Uo “i" U3. 


Comparons I’ordre de grandeur de ces differents termes ; U 3 
represente la fonction perturbatrice, et comme AC est beaucoup 
plus petit que BD, on a, d’apres le 38, 



mi m’jj ±1 7727 m'l 
(77li -H 




AC'^ 


A cause de la petitesse de AC, le premier terme 

7717 niT-h mi 7nt ^ AG^ 

est de beaucoup le plus grand; et comme est notablement plus 
petit que il est de I’ordre de 

AG2 


Au contraire, Uo est de I’ordre de et de I’ordre 


AG 


Restent Ti etTo; nous savonsque, dansiemouvementkeplerien, 
si I’excentricite est nulle, I’^nergie cinetique estconstante et egale 
a la moitie de la 'valeur absolue de Fenergie potentielle. 

Or, Forbite de la Terre par rapport au Soleil, ou ceile de la 
Lune par rapport a la Terre, s'^cartent peu d’une ellipse keple- 
rienne tres peu excentrique. II en r^sulte que Ti est a peu pres 


egal a 




et T. 



2 
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Nous pouvons done diviser la fonction F en trois parties a 
savoir : 

T2-j~U2 qui est de Tordre de 
2° T^ + U^ qui est de I’ordre de 

AC^ 

3 ° Ug qui est de I’ordre de m^iUr^ 


Nous avons a pen pres 


^4 or 

— = 350000 , 

7717 


mi ^ I AG __ I 

7 n-i 80’ BD 400 


Done le rapport 


U3 


Ti+U: 


■ est de I’ordre de — / ^ V ou du -4“ ^ 
m? \BD J i 5 o 


et 


Ug . J V A A /AG \2 , I 

= rr- est de l ordre de — ( ou du 

T2-hU2 m7\BD/ 12000000 


On voit quela troisieme partie de la fonetion perturbatriee est 
notablement plus petite qiie la deuxieme et tout a fait ndgiigeable 
devant la premiere. 

Nous pouvons done poser 


avee 


F == OqH- 

*^*0 — T2 - 1 - U2 5 /TZj = Tj - 4 - U2 -f- Ug 


Pour le ealcul de nous avons les equations eano- 

niques 


dx\ 

d’F _ 

d^Q 

d^i 

dt 

dfi ~ 

Wi 

-h nil -=-y 

d/i 


d¥ _ 

__ d^Q 

d^i 

dt 

daii ~ 

dx'i 



(.' = 4 , 5 , 6 ). 


J’observe que ne depend pas de JK/,? JK57 y\ variables qui ne 
figurent que dans T2 ; quant a x\^ ces variables ne figurent 

ni dans T^, ni dans Ui, mais seulement dans U3; nos equations 



deviennent done 
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(<m) ^-^££0 dfi ^ dUi 

dt dy'i dt dx'i dx'i ’ 

el comme U3 est negligeable devaxil $,> 

dy'i __ ^<l>o 

dt dx'i 


Le mouvement relatif du Soldi par rapport an centre de gravite 
du systeme Terre-Lune est done le meme que si la foiiclion F se 
reduisait a e’est-a-dire que si les masses de la Terre et de la 
Lune etaient concentrees en leur centre de gravite commun. C'est 
done an mouoement keplerien (bienentendu, si I’on ne considde 
que les actions mutuelles du Soleil, de la Terre et de la Lime, ct 
cjue Ton neglige les effets de I’attraction des planetes). 

Pour le calcul de nous nous servirons des equations 

canoniques, en y faisant ^ = i , 2, 3 ; mais comme 
y''2'i figurent pas dans #0 ces equations se reduiront a 


(i3 his) 


dx'i d^i 


dt 




dx'i 


La fonction depend, comme aux n“® 33 et 40 , non seulement 
desinconnues x\^ x'^^ x'^]y\^ y'^^y^ encore du temps t] car 
elle depend de^',, , x'^ qui peuvent etre regardees comme des 

fonctions connues du temps, definies par les equations (20). 

La fonction se compose elle-meme de deux parties 

Ti + Ui et U3; la seconde est, nous Favons vu, beaucoup plus 
petite que la premiere et pourra jouer le role de fonction pertnr- 
batrice. Mais la petitesse de cette fonction perturbatrice n’est pas 
due ici aux memes circonstances que dans le cas des perturbations 
des planetes. 

La masse perturbatrice est celle du Soleil qui, loin d’eti'e 
tres petite, est an contraire tres grande. Mais le rapport que Ton 
doit envisager est 

mn [bqJ ’ 


qui est tr^s petit, parce que 


AG 

BD 


est petit. 
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4.G f ? 

La petilessede^ cntrame encore ime auLre consequence, c’est 

qii’on aura avantage a developper la fonction perturbatrice sous la 
forme (i8) comme au 38. 

Une autre remarque : aux 30 et40, nous avons dit que quand 
la masse ?n^ esL infiniment petite, on pent rapporter les corps A et 
B a G, parce que le point D se confond avec le point C. Ici la 
masse est assez petite pour ne pas influer sur le mouvement du 
Soleil par rapport au point D, ainsi cjii’il arrivait aux 33 et 40, 
mais la masse nii n’est pas assez petite par rapport a mj pour que 
les points G et D puissent etrc regardes comme confondus. 


43. Cas de la transformation du n° 26. — Tout ce que nous venons 
de dire suppose que Ton a adopte le cliangement de variables du 
n° 30 qui est celiii que nous adoptcrons d’ordinaire. Qu’aridve- 
rait-il si Ton adoptait un autre cliangement de variables, par 
exemple celui du n° 26 ? 

Au n° 26, nous avons pose 

= — ^ 7 , X!,— X], x'-j = Xt, 

74=74) 77 =71+74 -t-77- 


Nous avons ainsi defini un cliangement de variables qui n’altei'e 
nl la forme caiionique des Equations, ni la forme des integrales 
des aires. 

Mais, contrairement a ce qui se passe pour la transformation du 
11° 30, I’expression de I’energie cinetique en fonction des y n’a 
pas la menie forme que son expression en fonction des 7. 

Nous avons en eifet, en tenant compte de la condition 7^ = 0, 

7i _^7! , 7? _7r , 7? ^ ( 7 ^+ 7 ;)^ 

mi m^. m-i /??i ’ 


ce qui pent s’ecrire 
en posant 

m\ = 

Nous aurons done 


m\ m\ 

nil ^^^7 
nil -H 7727 


H- 


ni'i 


7724 7727 
7724 -f- 7727 


T = 


lyzl 

irn 


Ti-f- TaH- T. 
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(n'l 

t3= ■^^(/lyi^y^.fi-^y'iy,)- 

Nous aurons done 

T7 _ T T , rp mi/n-! 77y,/n: 

1 _t.+ T, + T3--^^ ^ 

et cetLe foiiclion F pent etre consideree comme formee de quatre 
parties : 

T ^ — ^ d^finir Tellipse keplerienne dont le 

point A s’ecarte tres pea dans son mouvement relatif par rapport 
au point C ; 

2 ° T 2 — ” 5 ^ ^ definir Tellipse keplerienne dont le 

point B s’ecarte tres peu dans son mouvement relatif par rapport 
ail point C; 

3*^ — c^est la portion principale de la fonction pertur- 

batrice qui a pour expression 

I 

ni^ nit, — ■- , l : ■.— ; 

/ { x \ — X ' r ^ )2 -H (^'2 — 073 -i- (373 — X \ f 

Et enfin T 3 qui represente la partie complementairc de la 
fo notion perturhatrice. 

44. MetEode usuelle. — Les astronomes se servent encore d’une 
autre transformation. 

Posons 

x\ = Xi — = 0*4 — X^. 

Les deux planetes A et B seront ainsi rapportees kune et I’aiUre 
au Soleil C. 

Nous poserons d’ailleurs 
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(21) 


■ de 

voir alors 

que ] 

dx'f 

_ dY^ 

dy'i 

dt 

~ d.y\ ’ 

dt^ 

dx'i 

dY^' 

dy’i 

dt 

~~ dyy 

dt 


dF’ 

dx't 

dF“ 

dx'i 


(i = i, 2 , 3) 
{i =4, 5, 6), 


ou I’on a 

P, V TT I "‘“'"'Vr' I x’ x' 

TT" - V Zii _ TI — ^ 

^•xmi AG BG 


in% ^ m\ m.% ^ 
TG 3 

m\ m. 


, f f r r 

— (571^2^4 -H ^2*^5 - 


-^ 3 ^ 6 )* 


On voit que les equations (21) nesont pas canoniques puisque 
dans certaines d’entre elles figure la fonction F' et dans les autres 
une autre fonction 

Les fonctions F^ et F'^ se composent de quatre parties : 


1° La partie 


I 

inii 




iniin-i m\ 
"AC”- AC’ 


qui definit I’ellipse kepldrienne dont A s’ecarte peu dans son mou- 
vement relatif par rapport a C; 

2° La partie 


I 

2 77 Z 4 




7 ?Z 4 

"M" 


ml 

BG’ 


qui definit Pellipse keplerienne dont le point B s’ecarte peu dans 
son mouvement relatif par rapport a C ; 

3 *^ La partie principale de ]a fonction perturbatrice 

mxm^ ^ 

AW’ 

4 ^ La partie compldmentaire de la fonction perturbatrice qui est 

(a/i a?; 4- x'^ aj's + a?', x'^ ), 

dans F' et 

(^i ^2 *6 "t” *3 ^6 )l 


dans F’. 
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Les equations (21) s’obtiennent tres aisement et je me bornerai 
a renvoyer au Chapitre III du P"* Volume de la Mecanique celeste 
de Tisserand. 

Ge changement de variables presente de graves inconvenients. 
Non seulement il altere la forme canonique des equations, mais il 
ne conserve pas la forme des integrales des aires. 

Aussi n’en ferai-je aucun usage. C’est pour cette raison que je 
me borne a renvoyer le lecteur a I’Ouvrage de Tisserand. 



CHAPITRE III. 

LE MOUVEMENT ELLIPTIQUE. 


45. Le probl^me des deux corps. — Considerons deux corps A 
oL C, le premier mobile de masse in^ le second fixe de masse M, et 
etudions le mouyement du premier sous I’influence de Tattraction 
newLonienne exercee sur lui par le corps fixe. 

Nous preiidrons le point C pour origine et nous ddsignerons par 
^25 - 2 ?;} les coordonnees du corps A et parJp^, jKa les com- 
posantes de sa quantity de mouvement. 

Le mouvement de ce corps depend des equations canoniques 

dxi _ <^F dy-j _ d¥ 

dt ~~ dyi^ dt ~ dxi 

oil 

F=T+U; {y\^y\ 


46. Supposons maintenant deux corps A et G de masses et 
mobiles tons les deux et s’altirant mutuellement, d’apres la 
loi de New ton. 

Nous representerons, comme au Gliapitre II, les coordonnees 
du point A par -^ 3 ? celles du point G par ^ 7 , ^0 €;L les 

composantes des quanlites de mouvement de ces deux corps par 
la lettrejK affectee des memes indices. 

Nous aiDpliquerons le cliangemenL de variables du n*^ 29 ; nous 
poserons done 


X\ = 1371 — ^ 7 ,- 


in*-, xl = nil Xi - 1 - m-i x-i, 


, mi nij 

ni\ 


m’rj = 
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G'] 

de lelle facon que ^g, soientles coordonnees du centre dc 
gravite D des deux corps A et C, et qiie x\^ ^3 soient les pro- 

jections du vecteur CA sur les trois axes. 

Nous savons que I’on peut, sans restreindre la generalite, sup- 
poser le centre de gravite fixe, supposer, par consequent : 

^7 = ^8 = ^9 = 


de sorte que le nombre des degres de liberte est reduit a 3. 

Dans ces conditions, les equations du mouvement restent cano- 
niques et s’ecrivent 


( i his) 


^ ^ 

dt dy'i ’ dt ~~ dx'i 


ou 


(‘2 his) 


FapT + U; 


"T (j? +73’ )i 


u =- 


m I /?i 7 

■^"5“ 


Si nous comparons les equations (i his) et (2 his) aiix equa- 
tions (i) et ( 2 ), nous verrons que le mouvement relatif du corps A 
par rapport an corps C est le meme que celui d’une masse mo- 
bile 

, niijn- 

yyi 

attiree par une masse fixe 


m\ 

Nous veiTons bientot qu’une masse mobile altirce par une 
masse fixe decrit une ellipse dont la masse fixe occupc un des 
foyers. La trajectoire du point A, dans son mouvement relatif 
par rapport au point C, sera done aussi une ellipse, ayant pour 
foyer C, 

Comme les segments AD, DC et AC sont dans un rapport con- 
stant et que le point D est suppose fixe, nous voyons que les 
points A et C, dans leur mouvement absolu, decrivent deux 
ellipses homothdtiques ayant pour foyer commun le point D. 


47. Emploi de la Methode de Jacobi. — Nous sommes done 



64 


CHAPITRE III. 


ramenes a etadier le mouvement d’un corps mobile attire par iin 
point fixe. Ce probleme pent ^re resolu de bien des manieres ; 
maisj en vue des applications qiii \ont siiivre, il est necessaire que 
nous le resolvions par une methode particuliere : par la methode 
de Jacobi, exposee an n® 10. 

Comme nous avons 




mM 


\Jx\-k-x\ -hCCl 


Tequation de Jacobi s’ecrit 



771 M 


= const. 


Que devient cette equation quand on adopte de nouvelles coor- 
donnees, soit rectangulaires, soil quelconques. C’est ce que nous 
apprend I’analyse du n° 11. 

On obtiendra I’equation (3) Iransformee en faisant le change- 
ment de variables de Hamilton du n'" 8 et en remplacant par 

dans la nouvelle expression de F. 
dqi ^ 

Si Ton adopte d’abord de nouvelles coordonnees rectangu- 
lalres x\, on aura (si Forigine reste an point C) 





et la derivee de T, par rapport sera 


A 

dt 


On aura 


JK/ = 7?^ 


dx'i 

dt 




de sorte que la nouvelle equation de Jacobi sera encore 

I [■/ \2 / V , / dS mM 

am '^\dx'J '^\dx^) J ~ 

La forme de Fequation de Jacobi ne change done pas quand on , 
change de coordonnees rectangulaires ou, en d’autres lermes, la 
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fonction S satisfait aune equation aux der wees par tielles dont 
la forme est independante du choix des axes, pourvu que I’ori- 
gine reste aa point C. 

Passons malntenanLaux cooi*doiinees polaires en posant 

r sin ^ cos<p, 

= r sin^ sincp, 

^3 = 7' cos 


Si I’on se rappelle I’expression de la vilesse en coordonnees po- 
laires, on Yoit que Ton a 


niVf dj' 

‘2 L \ 


-+-r^ sin 


dt 




dc sorte que les derivees de T par rapport a 


sonl respectivement 
dr 


R = /?i 


di 


dr do 

dt^ dt^ dt 


Z = mr2 «i> = sin2 ^ , 

dt ’ dt 


et que Ton a 


2 m L r^ /’^sin^cj 

p— L 

2 771 L 7 '^ 7 '^ sin^ ^ J r 

L’equation transformee de Jacobi s’ecril done 

, ,, I r/^s\2 , I [d^y , I /ds\ 
2ml\dr) r^\d^) siaiZ\df ) 


771 M 

~ const. 


L’equation (4) est d’ailleurs independante du choix des axes. 


48. II s’agitde trouver une inlegrale de I’equation (4) depen- 
dant de trois constantes arbitraires. 

Cherchons done a y satisfaire en posant 

S = Si-f-GS 

et en designant par — eonstante du second membre. 


p. — I. 


5 



GO 
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Dans celLe expression, Si designe line fonclion de r seulement 
et G represente une constante. 

Nous aurons alors 

dr dr ^ dX^ ^ do ^ 


cL I’eqiiation (4) deviendra 



T 

r/dSiY Gn 

m M 



2 ni 

Xd,-) i-d 

r 

2L2 

d’oLl 






dS 1 /2 m- JM 

G2 _ 

m'^ M2 


dr ~ V 

/•- 

L2 ' 

d’oLl 





(5) 

Si 

r . /2 

= / drif 

J \ r 

G2 

r.i 

M2 

L2 


49. La solution que nous venous de trouver ne nous suffit 
pas encore, puisqu’elle ne conlient que deux constantes arbi- 
traires L et G. Mais il est ais^ de la generaliser ; nous avons vti, en 
eflet, que la forme de Tequation (4) est independante du choix 
des axes; or ^ represente F-S^^u vecteur AC avec Faxe des 
Nous aurons done une nouvelle solution en prenant 

S= SiH-GC, 

la lettre d^signant cette fois Fangle du vecteur AC avec une 
droite A quelconque passant par Forigine. Cette droite A, en effet, 
aurait pu etre choisie pour axe des sans que la forme deFequa- 
tion (4) on eiU ete changee. 

La nouvelle solution contient cette fois 4 constantes arbitraires, 
puisqu’il fauL 2 constantes pour defmir la direction d’une droite 
passant par Forigine . 

Une de ces constantes est superflue, nous assujettirons done la 
droite A a roster dans le plan des et nous appellerons 9 

Fangle de cette droite A avec Faxe des Nous avons alors trois 
constantes 

L, G, 6. 

50. Nous n’avons qu’a appliquer la regie du n^ 10 ; nous pose- 
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rons 

dxi r/L ” ’ dG~^' 

et alors Z, 0 seront des constantes ou des foncti’ons lineaires dii 
temps ; L, G, 9 seront des constantes. On aura 

dl _ ^ d{ — Q)_db 

dt “■ dL' dt ~ dG' dt ~ d^' 


oil A d^signe le second menibre de Tequation (4) ; on a done 

, mnp 

? = nr- 

2 L- 

Nous aurons done 

dl dg d% 

di ~ ~U~’ Hi U ~ 

Done I est une fonction lin^aire du temps^ ^ et 0 sont des 
constantes. Nous poserons, d’ailleurs, 

dl 


51. Quelle est la signification de toutes ces forinules ? 


Le radical 




m- JVI 


7* 




devant toujours etre reel, le rajon vecteur r ne pourra varier 
qu’entre certaines liinites. Son maximum s’appellera la distance 
aphelie et son minimum la distance perilielie; la moyenne arith- 
metique sera la distance moyenne et sera designee para, tandis 
que les distances aphelie et perihelie seront respectivement desi- 
gnees par 

a(i-i-e), a{\ — e). 


On obtiendra ce maximum et ce minimum pour lesquels le 
radical cesse d’etre reel, en ^galant ce radical a zero, ce qui donne 

— 2/;z-2ML2r-4- o. 


La somme des racines devant etre egale a 2 a, on a 
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L= m^^\/ a. 

Le prodiiit des racines doit etre {\ — e-) ; on a done 

G2 L2= 7?l4]y[2a2(l— ^2), 

G2 = 7?i2 M a (l — ^2), 

G = 777 /M v^a(i — 

il vient d’ailleurs 

dl _ 77i3 M2 _ /M 

__n_ 

Jusqu’ici nous n’avons pas choisi la limite inferieure de Fin- 
tegrale (5), de sorte que la fonction S, n’est determinee qu’a ime 
constante pres; nous choisirons pour limite inferieure la distance 
perihelie a (i — e), de sorte que nous aurons 

(6) Si=/^ Sj di\ 

da{l--e) 

cii designant par S' notre radical. 

Formules du mouvement k^pierien, — Examinons 1’ equa- 
tion 



Je remarque d’abord que S, ne depend pas de 9, c'est-a-dire de 
Forientation de la droite A. Nous aurons done 

d0 ~ dQ’ 

Considerons une sphere de rajon i ayantpour centre Forigine; 
Faxe des yiendra percer cette sphere en un point A, le plan des 
Xi X 2 suivanl un grand cercle ABC. La droite fixe A, qui est dans 
le plan des XiX 2 , percera la sphere en B ; le rayon vecteur qui va 
de Forigine a la masse mobile percera la sphere en D. 

Le plan de A et du rayon vecteur coupera la sphere suivant un 
grand cercle BD qui coupera le grand cercle BC sous un angle quo 
j’appelle i. 
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L’arc AB mesure Tangle 9 et Fare BD mesure I’angle Z. Sappo- 
sons que Ton donne a 9 im accroissement d% la droite A restant 
dans le plan des cCi viendra percer la sphere en un point B' 
infiniment voisin de B, et Ton aura 

AB'=eH-^6, = 

et, par consequent, BB'= rf6. Je mene im petit arc de cercle BT 


Fig. a. 



perpendiculaire au grand cercle BD; nous savons que B^Dest egal 
a sa projection PD a des infiniment petils pres du second ordre. On 
aura done 

BP= — J?. 

Dans le petit triangle BDP' on a 

BP = BB' cos r, 


et, par consequent, 

et enfin 

Comme 0 et G sont des constantes, cette Equation nous montre 
qu’il en est de meme de i. 

Ainsi le plan BD passe par la droite fixe A situee dans le plan 
des x^ x^j et son inclinaison i sur ce plan des Xi Xy est constante. 
Ce plan BD est done fixe. 

Notre rajon vecteur restera done constamment dans un plan 
fixe, ce qui veutdire que Vorhite de la masse mobile est plane 
Alors 9 repr^sente la longitude du noeud dii plan ded’orbite et 
i son inclinaison. 


0 = G cosL 



CIIAPITRE III. 


70 

S3. Passons a r^quation 


dS 

dl 


= 1. 


Le terme ne dependant pas de L, on aura 

7 d'^i 

~ dL 


et nous pourrons calcnler le second inembre en partant de riiite- 
grale (5) et en differentiant sous le signe , 


On trouve ainsi 


=/ 


dj' 

s;' 


les limites d’int^gration etant les memes cjue celles de I’inle- 
grale (6). 

Nous avons a calculer une integrale dependant d’on radical du 
second degre; rintegration peut se faire en ramenant aiix fonctions 
circulaires ; pour cela il convient de poser 

/' = a (i — e cos w). 


De cetle fa^on, comme cosj^ variera entre — 1 et + i , r variera 
comme il convient entre la distance perihelie < 2(1 — e) et la dis- 
tance aphelie a (i -h e). La distance perihelie seraatteinte quand u 
sera un multiple de 27w et la distance aphelie quand u sera un 
multiple de 7c. 

L’angle auxiliaire ainsi introduit, a recu le nom ^anomalie 
excentrique. 

Nous aurons 

77? 4 ]VT 2 

s;2 = _ G2 ‘2 7712 Mr- 

JL- 


Le second membre est un poljnome de second degr^ en cosii^ 
qui s’annule pour les distances aph^ie et perihelie, c’est-a-dire 
quand u est multiple de tw. 

Ce polynome est done proportionnel a sin- u. 

Pour avoir le coefficient, je ferai cosu = -\-qc^ en donnant ainsi 
a u une valeur imaginaire. Dans ces conditions; nous aurons sen- 
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— «ecosM, s\n-u= — cos-z^, 
a-e- 

— - - cos u — — M ae- cos - ii. 


On a done, pour toutes valeurs de r, 

/’2 = 7?i2 M ae' sin- ii = e- sin- u. 


d’ou 


Or 


J esinzi J a-e sinu 


/• = a (i — e cosz^), dr — ae sin u da. 


11 reste done 



I — e coszi) da. 


La limile inferieure d’inLegralion doit etre, eoinme pour rintc- 
grale (6), celle qui correspond a la distance perilieliej e’est-a-dire 
11 = o. On a done 


(7) I = II — e sinzz. 

C’est V equation de Kepler, 

Cetle equation nous apprend d’abord comment varic le rayon 
vecteur en fonction du temps. Nous avons, en effet, une relation 
entre r et u et nous savons que L est une fonction lineaire du 
temps. 

Elle nous montre ensuite que les distances aplielie et perilielie 
peuvent etre elTectivement atteintes. Nous iie le savions pas encore, 
nous savions seulement qu’elles ne pouvaient etre depassecs. 

Mais Tequation (7) nous montre que ranomalie excentrique n 
peut prendre toutes les valeurs reelles possibles et, en particulier, 
les valeurs qui correspondent aux distances perilielie et aphelie. 
En effet, a chaque valeur reellede a correspondraune valeurreelle 
de I et, par consequent, une valeur reelle de temps, puisque I est 
une fonction lineaire du temps. 

L’angle I a recu le nom dianomalie moyenne. 

En effet, il varie proportionnellement au temps, et il devient 
egal a I’anomalie excentrique toutes les fois que sinw s’annule, 
e’est-a-dire a tons les perihelies et a tons les aphelies. 
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54. Passons mainlenanl al’equalion 


dS 

35 = ^^’ 


ce qui pent s’ecrire 

Or, Toil a, par differentiation, sous le signe J* 


dSt y 

^■=30-^^* 




dSi r — ^ ^ , n I 

dG-J *7^ j V, 


Nous allons encore passer aux fonctions cir i aires, inais, comme 
nous avons inaintenant pour variable nou. pc'serons 


I _ I + e COSP 
7’ a (i — ’ 

de sorte que cosp variant de — i a + i, r varie de a(i — e) a 
a(i -H e). 

Le carre de S' est un polynome du second degre en ~ el, par 

consequent, en cosp; et, comme il s’annule aux distances peri- 
belie et aphelie, c’est-a-dire quand p est multiple de tt, il serapro- 
portionnel a sin^p. 

Pour avoir le facte ur de proportionnalite, je ferai cosp = + oo , 
d’ou sensiblement 


T _ ecosp _7?i-Mecosp 
7' a {i — e^) ~~ G2 


sin^p = — cos2p; 



7?i^M2 <32 cos2t? 


On a done pour toutes les valeurs de p 


S?: 


dp . „ 

Qi Sin 2 p, 


S' = 


771^ Me sin p 


Or 


^ I _ — e sin p <5?p _ — m~M esmp dp _ S ^ dp 
7“ a(i — es) G2 ■“ G“ 


et 


<iSi 

■3G 
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L’integrale doit avoii' memelimite inferieure que rintegra]e(6), 
c’est-a-dire celle quJ correspond a la distance perihelie, c'esl- 
a-dire p=o. On a done 


d’ou final ement 


cZSi 


Revenons a la figure et prenons sur le grand cercle BD, qui 
est fixe, un arc BE egal a g, Comme g est une consLante, le 
point E est fixe, ainsi que le vecteur OE, qui joint ce point a 
I’origine, 

Alors p representera I’arc ED, on Tangle du rayon vecteur fixe 
OE, avec le rayon vecteur OD qui va a la planete. Done r et p 
seront les coordonnees polaires de la planete dans le plan OBD, 
si Ton prend pour pole le point O etpour axe polaire la droite OE. 
Done Tequation 


(S) 


a{i — 

I -h e cosp 


sera Tequation de Torbite en coordonnees polaires; or, e’est 
Tequation d’une ellipse rapportee a son foyer. 

Vorbite est done elliptique, 

L’angle p a recu le nom dC anomalie vraie. II est egal a un 
multiple de 2 - au perihdie et a un multiple impair de t: a 
Taphelie. 

L’angle 

6 4- ^ = 6 4- ^ -f- r 


a recu le nom de longitude dans Vorbite, Ail moment du peri- 
h6lie, on a p = o, la planete est sur le vecteur OE et sa longitude 
dans Torbite est 9 

Get angle 9 qui est constant, a recu le nom de longitude 
du perihelie. 


S5. De Tequation (8) nous deduisons 


er COSP = a (i — e^) — r = a(i — — a(i — e cos u), 


d’ou 


rcosp = a(cosu — e) 
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r ‘iin V — a { \ — e cosf^)- — (cos u — eY = ^ sin w. 

Or, Irs coorclonnecs reclangulaires de la planeLe ont poiu’ va- 
I(nirs : si 0 cst (faljorcl suppose mil 

.rj=rcos^, 5:^0 = r sin u cos ^3 = /’ sin J sin i. 

2 *' SI 6 csL queJconqiic 

/ = /' ( cos 5 cos 0 — sin Z sin 0 cost j, 

] .ri = /-(sint cosO -h cos^ sinO), 

I ^3 “ r sin ^ sin z*. 

j r cos t = r cosreos^- — /’ sine sin 
j r sin ^ = rcosesin ^4-/’sinp cos^ 

on rcmplacera ;*cosr etr sine par leurs valeui's et I’on Lrouvera 

Xi ^ a (cos u — e) (cos^cosO — sin ^ sin 0 cosz) 

— asinzz \/i — e-(sin^cosOH-cos^sinOcosz, 
iTa = Cl (cosu — e) (cos^sinO-h sin^ cosO cosz) 

-ha sinzz — e-( — sin^sinO-hcos^cosO cosz), 

X 3 = a(cosii — c) sin^^'sinz* 

-ha feinzz cos,^ sin z. 

o6. Nous avons pose 

^ ^ dS_ dS _ dS 

dxi dL ~ d<i~ rfO “ ~ ®’ ■ 

eU par consequent, 

= V nfo? 4- / <iL-h ^ <^G — 0 

d’ou il suit que 

^ ^ — / <r/L — ^ — 0 (f0 

csl une differentielle exacte ; mais j’aiirai avantage a introduire 
encore de nouvelles variables; en posant 

L— G=p|, G ~ 0 = p 2 



(' 8 hh ) 

Dans 
('S ter) 
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( ^ O ) L ^ -f- G -f- 0 0 = L A -r p 1 to i -f- p2 ^^^2: 

cFou 

X = Z -+- g" -7- 0 j to I = — Si — 0 . CO 2 — — 0 . 

Onvoit qiie to^ esL la longitude du perilielie et coo celle du noeud, 
ioutes deux chcmgeesde signe. Quant a I'angle A. il a recu le 
nom de longiuide mo yenne, 

Les variables anciennes 1 ^, G, 0; Z, g, B etant liees aux nou- 
velles L, p^, p^; X, tOi cOo par des relations bncaires, Tidentite (i oi 
nous iTiontre que nous soinines dans les conditions du n^* o et que 
le changenient de variables est canonique. Done 

IdL-h^dG^Ode-l dl 2 “ 

sera une differentlelle exacte et il en sera de memo do 


T dy — X d{j — CO fZp 
dx — L c/X — 2 p <f/co. 


o 7 . Posons maintenant 

h = s/‘2 Pi COS CO/, r,/ = /i 0/ sin CO/. 

Le cliangeinent de variables sera encore canonique en \ertLi du 
n'’ 6 ; done 

2 p dLO — 

sera une difFerentielle exacte el il en sera de nieme de 
'^ydx — hdA—^^Z dr^ 

ou de 



08. Dans la plupart des applications, Pexcentricite e et Pincli- 
naison i seront de tres petites quantiles; 


pi= L~G= m /M (1 — 
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(‘sLdfi I'orJre dll carrc de Fexcentricite; 


pi costoi, 'ni = pi sincoi 

sont de Fordre do Fexcentricite ; c’est pourquoi nous designerons 
sou vent ces deux variables sous le nom de variables excentri- 
ques : 

p2= G — 0 = G(l — COS£) 


osfdo Fordre du carre de Finclinaison ; 

^2 = /‘2 p2 COSO>25 ^2 = /‘A p2 SIH CO .2 

sonl de Fordre de Finclinaison ; c'est pourquoi nous ddsignerons 
souvent ces deux variables sous le nom de variables obliques. 
Nous trouvons d'ailleurs 


.2- Mi -u mV 


L ‘ \L 


d'oii 


el 


/Le costoi= 

/I e sin u), = 7)1 y^i + 


^2 = 2 /G sin ~ i costi)2, ri^=: 2 y/G sin - i sinoDg. 


Lcs variables que nous venons d’introduire servent a d^finir la 
forme, les dimensions et Forientation de Forbite elliptique, ainsi 
que la position de la planete sur cette orbite. Nous devons dis- 
linguer : 

I" Le sjsteme des elements 

a, 5, i, /, 0, 

qui out recu le nom ^"elements elliptiqiies et sont plus fami- 
liers aux aslronomes ; 
a*’ Le systeme 

f'j L ^7 G; 

3'^ Le systeme 

^-'7 pi Psj coj, 0)2 5 
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4° Le sjsLemc 

T ^ "i , 

Vji. 


Ces trois derniers systemes ont rccu le nom iX elements cano- 
aiques a cause dcs proprietes demontrees aiix n*’® o6 et o7. 


S9. Nous avons, dans ce qui precede, calcule les coordonnees 
rectangulaires, ou polaires, en fonclions des elements elliptiques 
ou canoniques. 11 resterait a calculer les variables yi ou, cc qui 
revient au meme, a determiner les \itesses en fonctions desmemes 
elements. Pour cela, nous pourrions nous servir des equations 

“ dxi ’ 


ou, en revenant aux coordonnees polaires du n" 47, nous servir des 
equations 


(II) 


dr dS - dt dS 


? 717 '- fcill- 


r 


Nous pouvons, d’ailleurs, sans restreindrc la generalite, siippo- 
ser, comme au n"^ 48, que ^ represente bangle du rayon vectcur 
avec cet axe et que, par consequent, le plan de borbite passe par 
baxe des ^ 2 , car nous savons que le choix des axes est arbitrairc. 
On a alors 

<^S __ p dS _ 

dr~^ dr dC,~' do 


La premiere des equations (ii) donne alors 


dr 


d’ou 

et 


dt = 


m dr 

"sT 


dl — 11 dt = 


M2 dr 


Nous relrouYons done simplement b^quation du n® S3. 

60. La lioisieme equation (i i) nous donne simplement^ = o, 
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(*e rjiii si^iiiiic rjjie la vitcssG cst dans le plan de 1 orbitc. Quant a 
la seconde, die doniie 

O,. ,)i,- ^ c’csl la projecdoii de la quantile de raouvement sur une 

per[)endiculalre an rajon v^ecteiir. Le premier membre n’est done 
autre cliose que le moment de la quanULe de mouvement; de sorte 
<jue G reprcsenle en grandeur le vecteur des aires. 

Comme ce vecteur est necessairement perpendicnlaire an plan 
(le Forblte, ses trols composantes seront 

GsinjsinO, — GsinJCOsS, Gcosf = 0. 


6L Glierclions maintenant a calculer les j/. Nous pourrions 
nous servir des equations 




inais il sera preferable de se servir de 


n 


dec I 

: ni — 7 — = m n 
dt 


dxi 

nr 


772.^ M2 


dxi 

dl 


qu'il y aura lieu d’employer quand les x seront exprimes en fonc- 
lions de /, g^ 9, L, G, 0, on de 

772^ M2 dxi 

~dX 

([iFil y aura lieu d’einployer quand les x seront expriines en fonc- 
lions de L, p, to ou de )v, L, r^. 

Bien entendu ^ ou ^ designent les deriv^es partielles de x par 
rapport ii / ou a A. 


62. On peut egalement se servir des integrales des aires. 

^2^3 — ^3 7 ' 2 = G sin/ sin 0, 

— G sin /cos 9, 

Ces Equations ne peuvent suffire pour determiner les y car elles 
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nc sont pas distincles. Mais on j adjoindra requatlon des forces 
vivcs 


i 

/n 


/ 9 9 9 


'‘2L2 


63. 11 peuL y avoir interet a ineltre les equations (p) sous ime 
forme differenle; introduisoiis deux quantiles aiixlliaires X et Y 
on posant 

X ~ a(cosu — e) cosZ -f- a sinzz / 1 — sin / = r cos(o — l)^ 

Y = ~ a(coszz — e) sin ^ -S- a sinzz /i ~ e- cos / = r sin (o — 1). 

Nous voyons que les seconds membres des equations (g ) de\ieii- 
dront des fonctions llneaires et homogenes de X et de Y. 11 reste 
a trouver le coefficient de X et celui de Y. 

Or, rappelons-nous commenlnous avons oblenules equatious (g). 
Nous nous sommes servis des equations (8 bis) et [S ter) sacliant 
que nous avons reniplace dans les equations (8 bis) 

7 *cosi^ el /'sinS^ par leui'S valeurs (8 ter). Mais on a egalemcnt 

de sorte que les ec[uatlons (g) deviendront 

Xi— X[ cos -i- /) cose — sin -f- /) sin 0 cos ij 
— y [ sin (^-4- 1) COS0 -h cos(^ -f- 1) sin 0 cos/J, 

X 2 = X[ cos(^ -i- /) sin 0 H-sin -i- /) cos6 cos/ J 
y[_sin (^-H 1 ) sin 0 -h cos(^ 4- /) cos0 cos/J, 

Xsin(^-i- /)sitt/-4-Y cos(^4- /)sin/, 


ce 


qui pent s’ecrire egalement 


(I2) 


^ 1 = X j^cos^- cosX -f- sin 2 ~cos(X — 20 )^ 

— Y j^cos 2 i sin X 4- sin- ^ sin (X — a 0 )J , 
272= X j^cos^^sinX — sin^^sin (X — 20)j 

-i- Y 7 ^ cos(X — '20 , 

27j= Xsin/sin(X — 0 ) 4 - Y sini cos(X — 0). . 
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64. Resume des formules. - Je crois utile de reunir ici les 
formulcs qui lient les ^ et les y aux elements canoniques L, 1, p, 
0 ). T,. Dans ces formules figureront les deux masses m et M et 

(liverscs quantiles auxiliaires a, e, i, u, r, e, /, X, Y. 

Nous avons d’abord 

L = ni /M 

pi= L ( I — \J i — p 2 = (L — pi) Oj 

= y/‘2pi costoi, '/ji = y/2pi sin Wi ; 

^2 = / 2 P 2 cos(02, r^2 = sin W 2 . 

Z = A -H Ct)ij 



6S. Forme du ddveloppement. — II s’agit maintenant de se 
servir de ces formules pour developper les coordonn^es xg 

en siries dependant des dements canoniques. Quelle sera la forme 
du developpement? 

Pour r^soudre cette question, je d^composerai le probleme en 
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deux et j’envisagerai d’abord le developpement de X el de Y, puis 
celui des coefficients de X el de Y dans les equations (12 bis). 

J’observe d’abord que p^ est developpable suivant les puissances 
de les coefficients du developpement dependant d’ailleurs 

de L. Le premier terme du developpement est un terme en e^. 
r — 

Done — sera egalement developpable suivant les puissances de e-, 
et il en sera de meme de — 

/2P1 

De I’equation qui lie a e- on peut tirer inversement le deve- 
loppement de e- suivant Jes puissances de pi. Nous avons trou\e 
au n*^ 08 


z±l 

L 


m 


On pourra done 
Or 

e __ e cos (1)1 e sincoj 
'^,1 
et 

^ I-'I — Cl • 

II resulte de la que dcoscoi et esinwi sont developpables sui- 
vant les puissances de et v],; e’est ce qui resulte d’ailleurs des 
formules du n*^ 08. Les coefficients de tous ces developpements 
dependent de L. 


developper — = suivant les puissances de 

/a Pi 


66. Je dis maintenant que u — /, cos(m — 1 ) et sin(« — 1 ) sont 
developpables suivant les puissances de eoost et de esint. 
Envisageons, en elfet, Liquation de Kepler 

(7) I = u ' — e sinw, 

nous pourrons I’ecrire 

{u — 1 ) — e sinZ cos(z^ — 1 ) — e cos / sin(w — 1 ) = o. 

Le premier membre est developpable suivant les puissances de 
(u — /), esin/, ecosl. Quelle est la condition pour qu’on puisse 
en tirer (u — 1 ) ddveloppe suivant les puissances de esinl et 
ecos/? C’est, d’apres le th^oreme des fonctions implicites, du a 
Cauchy (ou, comme aurait dit Laplace, d’apres le thdoreme surle 
P. - t. 6 
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relour des suites), qiie la d^rivee partielle du premier membre par 
rapport a I’inconniie {u — t) ne s’auiuile pas quand on y fail, 
ccos/=o, esml=Q. Or, celte condition est remplie; car cette 
derivee se reduit a 1’ unite. 

Done (i/ — 1) est developpable suivant ies puissances de e cos/ 
et e sin/, etil en est de meme de cos{u — 1) et sin(u — /; qui sont 
developpaliles suivant les puissances de (ii /)• 

II en est de meme, evidemment, de 

gi cos(K-f-/) = e”-cos2/cos(« — /) — sin-)./ sin(u — /), 


car 


^2 CO 52 / = (s COS /)^ — (6 sin / ^ 51112 / — "!{ 6 cos Z)( 6 *sin/) 

e! iJ en est de meme, pour une raison analogue, de e- sin(// + /). 


67. J’observe maiiitenant que I’on a 
X 


- =COS(7/~ /) COS(w-j-/) 

a 2 26- 

Y . , , I -+- y/ 1 — 6"- _ , . I— /t — 

a 2 ^ ' 2€- 


— e cos /, 
H- e sin L 


Nous venons de voir que 

developpables suivant les puissances de ecos/, esin^. II en est de 
m^me de 

I -4- y/ 1 — I — / 1 
, , 


car ces deui fonctions sont developpables suivant les puissances 
de e-. 

X Y 

11 en rdsulte que ™ et - sont developpables suivant les puis- 
sances de 


e cos /, e sin / ; 


on encore suivant les puissances de 


ecoscoj, esinwi, 

puis que 

e cos / = e costoj cosX — e sin toi sinX, 
e sin / = 6 sin coi cosX -f-e costoj sinX ; 
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ou encore suivant les puissances de 

piiisque e cosw^, e sintOi sent developpables suivant les puissances 
de et th . 

Done fmalement X el Y sont developpables suivant les puis- 
sances de et 7l^ ; les coefficients du developpemenl dependent 
d’ailleurs de L et de A. 


68. Passons maintenant aux coefficients de X et de Y dans les 
equations (12 bis) qui sont de la forme 

, „ i cos . J cos - 

±cos 2 - . A dr sin-- . 

2 sin 2 sin 

oil 

. .cos,, 
sin i . (A-i-coo). 
sin 


Je dis que ces coefficients sont developpables suivant les puis- 
sances de 


(i3) 


. i . i . 

sin~cosco.>, sin- sin (Oi). 

2 2 


II en est evidemment ainsi de sin- ^ qui est la soinine des carres 
de ces deux quantiles (i3); de 


1 . I 
cos^ - = I — sm2 - , 

2 2 


cos 


de 




sin2 - cos2Ci) 2, sin--sin2W2, 
2 2 


expi^essions qui sont egales, la premiere a la diflerence des carres 
des deux quantiles (i3), la seconde a leur double produit; de 

sin 2 i cos( X 2 0)^) = sin 2 i cos 2102 cosX — sin^ 1 sin 20)2 sin X, 

2 ^ ^ 2 2 


et de sin- sin (A + 2 0)2) pour une raison analogue ; de 

. .cos z . z cos 

sinz . 0)9 = 2 cos - sin - . coj; 

sin 22 sm 
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siii/cos(). -h 0)9) = sini coswa cosX — sint sin 0)3 sinX 

et de meme de sinz sin (X -+- tOo). 

fl resulle de la que les coefficients en question de X et de Y sont 
developpables suivant les puissances des deux quantites (i3). 

Or, on a 

I . i 

^2 = pi sin - COSCO2, 

/ . i . 

tj 2= a/L — pi sm-sm 0)2- 


Done nos coefficients sont developpables suivant les puissances de 
^2 

Or 


2 /L — pi liy/L — pi 


v/L — Pi 


=(■ 


est d^veloppable suivant les puissances de et 7)4 . 

Done, finalement, nos coefficients sont developpables suivant les 
puissances de ^4, ’^2* 


69. En resume, nos coordonnees Xi sonl developpables sui- 
vant les p uissances de 

7)2, 

les coefficients du d^veloppement dependant d’ailleurs de L et de X. 

Inutile d^ajouter que les expressions des xi sont des fonctions 
periodiques de \ qui ne changent pas quand on change X. en 2 Tt. 

Les d^veloppements des yt sont de meme forme; il suffit pour 
s’en convaincre de se rappeler les formules 

dxi 
L3 'dk' 

Les Xi etles j. peuvent done se developper sous la forme suivante 
{“) ^ AeosCjPpA + 

ou est un entier, on A et A sont des constantes qui ne 
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dependent que de L et ou ^)lt'JesL un monome entier par rapport 
aux i et aux Tj . 

Posons ensuite 

/2 pi COS w/, = \/‘x pi sin w/. 

3e dis que le developpement (a) prendra la forme 

( P ) ^ p2^ COS ( Pq X -f- Pi coi -f- p^ ojo -f- h j, 

OU B et A ne dependent que de L, ou les p sont des entiers positif^ 
ou negatifs, les 2 q des entiers positifs ou nuls, et de telle facon 
que 2 qi soit de meme parlt6 que pi et an moins egal a pi en valeur 
absolue 

Je veux montrer que tout d^veloppement de la forme (a) peut 
se mettre sous la forme ([3); il me suffit de le demontrer pourcha- 
cun des termes du developpement. Cela est evident immediatement 
si le monome Xt se reduit a Funite, auquel cas le terme se reduit 
a Acos(/?o^^ + 1^)- 

II me suffira done de demontrer que, si une expression est 
d^veloppable sous la forme (P), cela sera encore vrai pour cette 
expression multipli^e par ou par 71 / et, par consequent, de 
proche en proclie, pour cette expression multipliee par un 
monome quelconque D\i. 

Soit done 

H = ^Bpf^pf*cos(/?oX oDiH- h). 

Je dis qu’on pourra egalement developper sous la forme (|3) 

H /J^cosoii, Urii = H \/7^ sin tOi = H v/ap^ cos ^oj/ — 
et, plus g^neralement, 

H /ipr cos(a)i-i- h’). 

On a, en eflfet, 


Hv/api cos(Wi H- h') 

= _L ^ B p^‘ \/p/ [ cos(/?o^ “1“ A H- /i') 

v /2 

+ cos(/>o^ Pi^i^ PiOit— h — h’ )]. 
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Celle expression esl bien de la forme (|i); car, si nous suppo- 
sons i— I pour fixer les idces, nous voyons que 2^2 ct /?2 n’ont 
pas change, que 2^1 s’est change en taiidis que p\ s est 

s’est change en -f- 1 dans Fun des termes el en /), — i dans 
Fautre. 

Or, si 

on aura evid eminent 

2^1-1 - 1 = I — r(tnod 2), 

ce qiii demontre le th^oreme enonce. 


70. Symetrie. — Si I’on faisait tourner Forbite elliptique et 
la planele dhin angle ? aiUour de Faxe des Xz (comme si la pla- 
nete et son orbite formaient un seul corps solide), 

/, 6, L, G, 0 


se changeraient en 

A B-h£, L, G, 0; 

Pb p25 ^5 ^^2 

se changeraienl en 

b, pi, p 2 , ^ -H e, tOl — E, 0)2 — £‘5 

el 

a?!, ^^2, Xz 

se changeraient en 


GOSS — 3^2 sins, a?! sins -s- cose, Xz- 

Si, dans le d^veloppemenl des on remplace les ^ et les Tj par 
leurs valeurs en fonctions des 0 et des w, on obtiendra des series 
procMant suivant les sinus et les cosinus des multiples de X, a>i , oig. 
Nous aurons done 



COS( po X -b (jt), -4- 


A), 


/?05 Pi et ^2 ^tant des entiers, A. et A des fonctions de L, et p^. 



J’ecrirai 

{i-O 

Si je change X, co^, 0^2 en A + s, co^ — £, 0)3 — s; i’argmuent 
des cosinus aiigmentera de 

( />0 — P\ — )£• 

et devront se changer en 

a?! COSE - ^2 sins, .;ri sins -f- ^^2 COSE, x^- 
Nous en conclurons : 

I*" Que 

dans le developpement de x^ et de ^2 que 

po — /^i — /?2=0 

dans le developpement de x ^ ; 

2"^ Que 

A = A', h'=h-'^'‘ 

’ -2 
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Xi ™ A cos(^y X -i “ Pi (i)| -T— y?2 )•} 

X2 — A cos (^0 A -h /?i a>i + ^2 ^2 

'^3 ~ A cos ( Pq X -{- Pi 0^1 -H P‘1 0)2 -i— h ’ }. 


71 . Consid^rons encore la figure formee par la plane Le et son 
orbite elliptique et remplacons cette figure par sa sjmetrique par 
rapport au plan des x^x^. Cela revient a changer 


en 

ou 

en 



G, 

®, i, g-, 

6 

L, G, 

e, 

— h — 

-6, 

L, 

pi, 

p2i l"l, 

{ji)2 

L, Pi, 

Ps, 

1 

1 

e 

— W2 


ou, enfin, 


X\-i 


en 


a?!, — 5 ^ 2 , ^3. 
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11 faul done que change de signe et que et ne 
changent pas, quand les trois angles X, coo changent de signe. 
Cela revient a dire que dans les developpements (i 4 ) on doit 
avoir 

h = h" = o, h' = — - 7 

de sorte que ces developpements deviennent 

I A cos (/?o ^^2 jj 

bis) I ^2 = 2 -^ sin(/>o^ 

I .r3 = A" cos (poX -h^l 0)i -h ^2 ). 

72 , Considerons toujours la m^me figure et remplacons-la par 

sa symetrique par rapport au plan des Xi x^. Cela revient a changer 
les variables obliques ?2 rjo en — ou encore a chan- 

ger 0)2 en coo + t:. 

Dans ces conditions X\ et tte doivent pas changer et doit 
changer de signe. 

Done /J^est pair dans les developpements (i 4 ) on (i 4 de x^ 
et de et impair dans ceux de x^. 

Si Ton rapproche ce resultat de celui que nous avons obtenu au 
n-^ 70 , nous voyons que ou + Pk sont toujours impairs. 

73 . Homogeneite. — Quand e, /, Z, 6 restant constants, le 

demi-grand axe ase change en a{\ H- s), les coordonnees ^2? 
x% se changent en x^ (i + £), x^{\ -f- e), ^3(1 e). 

Dans les m^mes conditions sont multiplies 

m/M mv/M ^/M ‘ 

par la racine carr^e de ce meme facteur ou y/i -|- s. 

Done les coordonnees Xi seront homogenes de degre 2 en 

P 

ms/W 

OU en 

h 

m^/lK m/M mv/M 

Voyons ce que nous pouvons conclure au sujet de la forme des 
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developpements (i 4 bis), Les coefficients A et A^'qui figurent dans 
ces developpements seront une somme de terines de la forme sui- 
vante : 


A ou 





?V 


77? 2 M 


OU est un entier de meme parite qiie et au moins egal a \p^ |j 
et ou 2^72 est un entier de meme parite que et au moins egal 
a |/>2|? et ou B est une constante numerique. 

On aura d’ailleurs 


yi — — G 777- ML-i-'7i~'7aQ7i p|2 sin ( \ 

G 772- ML--i-<7a~72p7i p72 cosl'/^o^^ 

JK3 = — 2) ML~^~'?'i~73p7i p 72 sin (/?o \ -h/?! coi h- 

C et etant des constantes numeriques egales a B/^o- 

J’ai dit que 2 devait ^tre un. entier de m^me parite que p^ et 
au moins egal a /?< ; c’est en eflet la condition pour que 

p 7 iCOS(/?iCOi-h /7 ), 

ou h est independant de pi et de Wi, soit developpable suivant les 
puissances de 

v/2pi cos 071 = $1, /2P1 sincoi = Tji. 
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PRINCIPES DE LA METHODE DE LAGRANGE. 


7i. Orbites osculatrices. — Reportons-nous a la figure i et aux 
hypotheses clu n'* 30; envisageons par consequent le mouvement 
des deux plaiieles fictixes et B'. Nous avons vu aux n“® 37 et 38 
que Ton peut poser F = Fq + [J.F^ , que p-F^ est beaucoup plus 
petit que Fo, et que, si Ton remplacait F par Fo, le mouvement 
de la planete fictive V serait le meme que si elle etait attiree par 
une masse fixe -h mr placee a Forigine, tandis que le mouve- 
ment de la planete fictive serait le meme que si elle etait attiree 
par une masse fixe placee a Forigine. II resulte de 

la que, en premiere approximation, le mouvement de ces deux 
planetes fictives se fait conformement aux lois de Kepler. 

Supposons qiFa Finstant t les forces qui agissent (^) sur la 
planete fictive A viennent brusquement a disparaitre pour ^tre 
remplacees par une force unique due a Fattraction d’une masse 
fixe placee a Forigine. A partir de Finstant t, la planete k! 

d^crirait une orbite elliptique, et c’est ce qu’on appelle Vorbite 
osculatrice de la planete A'. 

Ou, si Fon aime mieux, nous envisageons une nouvelle planete 
fictive A^^, qui a m^me masse que A^, c’est-a-dire ; qui, a V ins- 
tant t, a memes coordOnn6es que xV et meme vitesse tant en gran- 
deur qu’en direction; et qui, soumise seulement a Fattraction 
d’une masse fixe situde a Forigine, se meut conformement 

aux lois de Kapler. A Finstant t, la planete A!' a memes coordon- 
ndes que A, c’est-a-dire x\j x.^^ et les composantes de la quan- 


P) Peut-^re ce Ian gage est~il incorrect, puisque 4 cette planete qui est 
aucune force ne peut ^tre reelteme/it appliqu^e. Peut-6tre faudrait-il dire : les 
forces fictives qui sembl&nt agir. ..; peu importe d'ailleurs puisque aucune con- 
fusion n'est k craindre. 
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tite de moiivement sont les memes, c’cst-a-dire j''], Mais, 

a tout autre instant que I’instant t, la |)lanete .V' n’a pas les monies 
coordonnees que ni la menie quanlite de mouvement. L’orbite 
elliptique de est alors Vorbite oscAilcUrlce de V. Les deux delL 
nitions reviennent evideinment au ineme, car la nouvelle planete \!’ 
n’est autre chose que ce que deviendrait A' si les forces qui agissent 
sur elle venaient a disparaitre et a (^tre remplacees par rattraction 
de la masse centrale + ^ 7 . 

A un instant t' clifierent de A" ne coincide plus avec A^; nous 
devons done imaginer une nouvelle planete ficthe qui se ineut 
d’apres les lois de Kepler et qui, d V instant t\ a meines coordon- 
nees et meme vitesse que A. L’orbite elliptique de sera Vorbite 
osculatrice do A ' d V instant t! et elle differera de Torbite elliptique 
de A^^, e’est-a dire de Torbite osculatrice de A a I’instant t. Uorbile 
osculatrice est done variable avec ie temps. 

Cependant, si F se reduisait a Fo, la planete X se inouvrait 
conformement aux lois de Kepler; coVneidant un Instant a\ec A^', 
elle.coinciderait constaminent ave(‘ A'^; done A" et A'^^ ne differe- 
raient pas et Porbite osculatrice serait invariable. 

En realite, F ne se reduit pas a Fq, mais la dillerence, que nous 
avons appelee aF,, est Ires petite. J1 en resulte que Vorbite oscu- 
latrice varie^ mais qiV^lle varie lentenienl. 

On dehnirait de la meine maniere Porbite osculatrice de : ce 
serait Porbite elliptique d’une nouvelle planete fictive qui 
aurait meme masse que B^, e’est-a-dire qui, a V instant t^ 
aurait memes coordonnees que e’est-a-dire meme 

vitesse en grandeur et en direction et, par consequent, memes 
composaiites de la quantile de mouvement, e’est-a-dire 
qui enfin se mouvrait d’apres les lois de Kepler sous Pattraction 
d’une masse centrale fixe nit nij. Nous n aurions d ailleurs 

qu’a repeter ce que nous avons dit des orbites osculatrices de A . 

Nous avons vu au Chapitre III que la forme, les dimensions, 
Porientation d’une orbite elliptique, et la position d’une planete 
sur cette orbite, peuvent etre definies a Paide d un systenie de six 
elements, dits idintol elements eiliptiques, tantdt elements cano- 
niques {cf. n^’58). Les six elements qui definiront ainsi Porbite 
elliptique de A'' (e’est-a-dire Porbite osculatrice de A^) et la posi- 
tion de A!' sur son orbite (c’est-a-dire la position de A sur son 
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orbite osculatrice) s’appelleront les elements osculateurs de la 
planete K! . 

Dans le inouveinent keplerien un seul des elements esl variable 
f c'est la longitude moyenne a si Ton adopte Fun des deux derniers 
STStemcs d^elements definis an 08, et Tanomalie moyenne I si 
I’on adopte I’un des deux premiers) et cet element varie d’ailleurs 
proportionnellement au temps. Les cinq autres elements sont 
constants. 

En ce quiconcerneles elements osculateurs, tons seront variables ; 
niais les variations de Fun d’entre eux seront sensiblement mais 
non exactement proportionnelles au temps; cedes des cinq autres 
seront tres lentes. Nous venons de voir, en effet, que Forbite oscu- 
latrice varie, mais qu’elle varie lentement. 

On definirait de meme les elements osculateurs de la planete 

7o. Cas de la Methode usuelle. — Au n" M nous avons defini 
un changement de variables dont les astronomes se sont souvent 
servis. Bien que nous ne devions pas en faire usage, il pent y 
avoir inter^t a Fexaminer et a definir les orbites osculatrices aux- 
quelles il conduit. 

Les deuxplanetes A etB sont rapportees au Soleil C, c’est-a-dire 
que Fon introduit deux planetes Actives A' et B^ ayant respect! ve- 
ment pour masses et m, en menant OA^ egal et parallMe a CA, 
et OB^ egal et parallde a GB. 

Ici encore nous pouvons supposerune nouvelle planete Active A^'^ 
qui, a Finstant a memes coordonnees et rn^me vitesse que PsI et 
qui decrituneellipse sous Fattractiond’une masse centrale 
et une autre planete Active B'' qui, a Finstant aj'memes coordonnees 
et meme vitesse que B^ et qui decrit une ellipse sous Fattraction 
d’une masse centrale (je dis parce que, si Fon 

n^gligeait la fonction perturbatrice telle qu’elle a ’ete deAnie au 
n^ 4i, ie mouvement de B' serait celui d’une masse mobile attiree 
par une masse Axe + L’ orbite elliptique de A'' ou celle 

de seront alors Forbite osculatrice de A! ou celle de Bb II n’y a 
d’ailleurs rien k changer a ce que nous avons dit au numero pr^- 
c^denl. 


76. Cas de la transformation du n‘' 26*. — Supposons mainte- 
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nant qu’au lieu d’adopter le changemenl de variables du n® 30, 
ainsi que nous le ferons toujours sauf avis contraire, nous ayons 
adopte celui dii 1^6. Les planetes fictives A' el onL pour 
masses 

m- m-; 

rri’-J m- 

et Ton obtienl leurs positions en menant les vecleurs OA^ et OB' 
egaux et parallMes a CA et a CB. Elies ont pour coordonnees 

^13 ^23 ^3 > ^4 3 ^ 6 * 

Mais les variables 

7'l: y2 3 74 3 75 3 76 

ne seront pas proportionnelles aux derivees des ] elles ne repre- 
senteront done pas les composantes des quantiles de mouvement 
des deux planetes fictives; elles representeront, comme on le sail, 
les composantes des quantiles de mouvement absolu des deux 
planetes reelles. 

Void dans ce cas comment on doit definir les orbites oscula- 
trices : 

Soil une nouvelle plane te fictive A" qui a meme masse — 

^ ^ mi -4- 

que A'; qui, a Tinstant a pour coordonnees x\^ x[^ et pour 

composantes de sa quantile de mouvement 7 ^; qui enfin 

se meut conformement aux lois de Kepler sous Fattraction d’une 
masse centrale /nj + my. 

On voit qu’a rinstant t la planete A'^ a memes coordonnees 
que A', mais qu’elle n’a pas meme quantile de mouvement ni par 
consequent meme vitesse. 

La planete A" decrit une orbite elliptique qui sera I’orbite oscu- 
la trice de A'. 

On d^finiralt de meme la planete fictive B" et Porbite osculatrice 
deB'. Disons seulement que B'' se mouvrait sous Pattraction d’une 
masse centrale m^ + my. 

77. Comparaison des orbites osculatrices* — Le plus sou vent, 
au lieu de parler de Porbite osculatrice de A! ou de B', on parle de 
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1 orbite oscLilatrlce de A ou de B, c’est-Wirc des planeLes reelles; 
cetle facon de parler peul ^re adoptee sans inconvenient : quand 
on parlera de Torbite osculatrice de A, on devra entendre qu’il 
s'agit <ie celle de la pianele fictive correspondante Ab 

Cependant on doit faire attention a line chose. Nous venons de 
^oir qub*l y a plusieurs manieres de definir les orbites osculatrices 
et, par consequent, les elements osculateurs. 11 y en a encore 
d'autres- An n" 7i, an lieu de rapporter A a C et B au centre de 
^ravite de A et de C, nous aurions pu rapporter B a C et A au 
centre de gravite de B et de C. 

De plus, nous aiirions pu attribuer d’autres valeurs aux masses 
centrales. En eflFetj le partage de F en deux parties Fq et p.F^ 
reste arbilraire dans une assez large inesure; nous aurions pu 
relrancher une fonction quelconque de Fq et Tajouter a aF^, 
poLirvu qu’elle soil du meme ordre de grandeur que la fonction 
perturbatrice. Par exemple, dans Fo nous aurions pu remplacer 
le terme 

BD 


par le terme 


ni’i 


puisque la difference est de Fordre de uF,. Alors la masse 

centrale qu’il aurait con\enu de choisir pour definir le inouvement 
de aurait ete non plus 


inais bien 


m~,) 

^4 


mx-\- 77^4-^ m: 


rrit^ rri’i 

ml 


et il est clair qu’on aurait pu choisir bien d’autres valeurs encore. 

Eh bien, ces differentes definitions conduisent a des elements 
os( ulateurs qui ne sent nuUemenL identiques. Seulement, les 
differences sont tres faibles; elles sonl de Fordre des masses per- 
turbatrices. 

Considerons d’abord le cas des n"® 74 ou 75. Alors la planete A"' 
a, a Finstant non seulement memes coordonnees que A^, mais 
aussi meine vitesse. L’orbite osculatrice est done tangente ^Forbile 
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reelle et, a rinstanl si s esl Ires [)elit, I’ecarl eatre A' et A"' 

esL cle Tordre de £-. 

Au contraire, dans le cas du n“ 76, la planete A^' a, a Tinstant/, 
meines coordonnees qne zV, mais elle n’a pas meme vitesse. L’or- 
bite oscLilatrice rencontre done I’orbite reelle, elle la coupe sous 
un angle tres aigu; niais elle ne la touche pas. Done, a Finstant 
^ H- £, Fecart enlre A' et A'^ est de I’ordre de £. Cest la un incon- 
venient incontestable dont il ne faut pas toutefois s’exagerer Fim- 
portance, puisque nous venons de voir que les differences sont de 
Fordre des masses perturbatrices. 

78. Changement de variables. — Nous avons \ u au Cbapitre III 
et en particulier au ii" 64 comment on exprime les coordonnees 
d’une masse mobile decrivant unc orbite elllptique sous Fattractioii 
d’lme masse centrale fixe, ainsi que les composantes de sa quantile 
de mouvement, en fonction des deux masses m et M et des six 
elements canoniques 

L, X, pi, COi, p5, tOj. 

Nous pouvons appliquer ces formules a la planete fictive A". 

Les coordonnees de la masse mobile qui, au n” 64, etaient desi- 
gnees par,ri, .270, sont ici x^\ les composantes de la 

C{uantit(^ de mouvement qui etaient designees par y% sont 

iciy, , y ; la masse mobile etla masse fixe qui etaient designees 
par ;?2 et M sont ici /?^' et -h m-i ; quant aux six elements cano- 
niques nous les designerons par 

hi, Xi, pi, CUi, p2, COg. 

Faisons de meme pour la planete fictive Les coordonnees 
qui, au n‘' 64, etaient designees psLCX^^ x^^ x^ sont ici x\^ xy, 
les composantes de la quantile de mouvement sont y , y, y^ ; la 
masse mobile et la masse fixe sont et /?z < -f - ^4 H- ; quant 
aux six ^l^ments canoniques nous les appellerons 

h2, ^2r Ps, ^5j p4) ^4* 

En resume, il y a entre 

a?!, ^^2, ^ 3 , jKi? y y 

m\, ti, Xj, pi, wj, p^, co^ 
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Oil entrc 

x'>^^ ^5J ^6 5 y^-J Js? 76’ 

;?Zj, ryi-t, L2J ^^27 Pa? ^3? p4j 

les memes relations qu’il j avail au n" U et en general an Cha- 
pitre III entre 


^3> Jlj 72> 737 

/7l, M, L, X, Pi, COi, p2, tOo. 


Or nous avons vu au n‘^ 56 que 

X dy — X dh — 2 )^'^ 


cst une diftercntielle 6 xact 6 . En appliquant ce r^sultat soit a la 
planete A'', soit a la plan^e nous voyons que 

(i) — Xid^Li — ^to (ip, 


ou Ton donne a . 2 ?^ et les indices 3^ a co etp les indices i j 2 ^ 
est une difFerentielle exacte et qu’il en est de meme de 

( 2 ) — 4> 


ou I’on donne a y et les indices 4? 3, 6 , a co et p les indices 3, 4* 
En faisant la somme on voit que 

{3} ^X^L — ^toQ?p 


est une diflP^rentielle exacte. Dans I’expression (3), il faut donner 
auxindices toutes les valeurs possibles, c’est-a-dire 1 , 2 , 3, 4? 3, 6 
pour y et 7 ^; 1 , 2 pour 1 et L; i, 2 , 3, 4 pour co et p. 

D’ou r^sulle que, si nous prenons pour variables nowelles 
les \ les L, les co, les 0 ^ ce changement de variables est cano- 
nique; et que les Equations conserveront leur forme canonique 


( 4 ) 


/ dki 

dF 

dU __ 

dF 

j dt ~~ 

dU' 

dt 

d\i' 

j dtj>i 

dF 

d?i _ 

dF 

' dt 


dt 

diHi 
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70. Posons mainlenant 

= \/2 pi cos(x)/j rji = ^2 pi sin CL>i; 

I’eNpression 

est une differentielle exacte. 

Si done nous prenons pour variables les L, les 1, les ^ et ies 
ce changement de variables sera encore canonique et nos equations 
deviendront 


dki 

dF 

dLi 

dF 

dt 

“ dL/ 

dt 

~ dXi" 

dr^ i 

dF 

dh 


dt 

~ d\i^ 

dt 

d'fi i 


80. Methode usuelle. — Ge que nous venous de dire s’applique, 
soil que nous adoptions la transformation du n'^ 30, soit que nous 
adoptions celle du n" 26. Mais, si nous adoptions la methode 
usuelle^ les equations ne seraient plus canoniques ainsi que nous 
I’avons vu au n‘’ 44 ou nous somines parvenus aux equations ( 20 ). 

Mais SLipposons que Ton considere les six premieres de ces 
equations (20), celles ou I’indice i est egai a i, 2 ou 3 , et que I’on 
y remplace 

^'4, Js: ye 

parleurs valeurs en functions du temps. Ces six equations seront 
alors canoniques, mais la function caracteristique F' dependra non 
seulement des inconnues 

^ 2 , a?;, j/;, JK37 

mais encore du temps. 

Nous pouvons neanmoins", d’apres le n'‘ 12, leur faire subir un 
changement canonique de variables. 

En particulier, Fexpression (i) du n" 78 ^tant une differentielle 
exacte, nous pouvons transformer ces six equations en prenant 
pour variables nouvelles 

Li, Xi, pi, toi, p2, wj. 

Elies resteront canoniques. Nous obtiendrons ainsi six equa- 


P. — I. 


7 
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tions de menie forme que les equations (4) du 78, mais ou F 
esl remplaee par et ou l^indice i prend seulement la valeur 1 
pour L et 7, et les valeurs i el 2 pour p et co. 

Operons de m^me sur les six dernieres equations ( 20 ) du n'* 44. 
Reinplacons-j 

/i, ri, 

par leurs valeurs en functions du temp's. Ges six equations seront 
canoniques, la function caracteristiqiie sera et elle dependra non 
seulement des inconniies 

^4, ^3. ^ 6 . y -6^ / g - 

mais encore du temps. 

L’expression ( 2 ) du n‘' 78 etaiit ime differentielle exacte, ces 
equations resteronl canoniques si Ton preiid pour variables nou- 
velles 

L 27 Pa? ^*^3? p4i ^*^4* 

Nous obtiendrons ainsi six equations de m^me forme que les 
Equations (4) du n"' 78, mais ou F est remplace par et oii Tin- 
dice i prend seulement la valeur 2 pour L et X et les valeurs 3 et 4 
pour p et Cf). 

En resume, nous retrouvons douze equations de meme forme 
([ue les equations (4), avec cette difference que, dans six d’entre 
elles, F doit etre remplace par F7 et dans les six autres par 

II en serai L absolument de meme pour les equations (5). 

81. Emploi des ^l^ments elliptiques. — Au n® 58, nous avons 
d6fini quatre systemes (Telements, a savoir le systeme des elements 
elliptiques et trois systemes d’el^ments canoniques. Au 78, 
nous avons adopte comme el6inents osculateurs ceux du troisieme 
systeme, celui des 0 et des w; au n° 79, nous avons adopte le qua- 
trieme systeme. Si nous avions adopte le deuxieme systeme, il n’y 
aurait rien a changer a ce qui precede, puisque ce systeme esl 
^galement canonique. 

Mais les astronomes emploient aussi fr^quemment le premier 
sjst^me, cclui des elements elliptiques, qui n^est pas canonique. 
(^uels sent les changements qui en r^sullent? 

Comme nous avons des relations entre les elements canoniques 
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et les elements elliptiqiies, les derivees par rapport a ^des elements 
eliiptiqaes s’exprimeront llneairement a Faide des derl\ees par 
rapport a t des elements canoniques, les coefficients etant des fono 
tions connues des elements elliptiques. Envertu des equations ('4)' 
chacune de ces derivees des elements canoniques [>ar rapport a l 
est egale, an signe pres, a une derivee partielle de F par rapport a 
un des elements canoniques. Aleur tour Jes derivees partielles de F 
par rapport aiix elements canoniques s’expriment lineairement a 
Faide des derivdes partielles de F par rapport aux elements ellip- 
tiques, les coefficients etant des functions connues des elements 
elliptiques. 

Ed resume, les derivees par rapport a t des elements elliptiques 
s’exprimeront lineairement a Faide des derivees partielles de F par 
rapport aux elements elliptiques, les coefficients etant des func- 
tions connues des elements elliptiques. 

Telle est la forme des equations differentielles auxquelles satis- 
font les elements elliptiques; elles sont beaucoup plus compliquees 
que les equations (4) auxquelles satisfont les elements canoniques. 

On pent, grace aux crochets de Lagrange definis au n'* 1 i, les 
obtenir sans passer par ce detour. 

Soit un sjsteme d’equations canoniques 

dxj _ dyi _ dF 

dt dyi^ dt ~ dxf 

Considerons des accroissements virtuels et oyi des variables 
Xi et et oF Faccroissement correspondant de F. Si nous multi- 
plions nos equations par et — oxi et que nous ajou tions, nous 
trouverons 

( 6 ) ^ ( dxi oyi — dyi ^Xi) = oF dt. 

Supposons que nous exprimions les x et les y en functions de 
2/1 variables nouvelles 
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valeurs analogues, et que nous posions 

V ld!€i dyi dxj dyi\ 

[a/i, a/,J d%k ^a/i/ 

notre equation (6) devient 

^ a^] (<^aA oa/^— ofa/, oa/,) dt\ 

ia sommation dolt etre etendue a toutes les combinaisons des in- 
dices h et les deux combinaisons A, k et A, h ne devant pas etre 
regardees comme distinctes. 
iVIais si j'observe que 

[a/i, a/,J = — [a/,, a^], [a/^, a;,] = o, 

je puis ecrire aussi 

2 [a/i, tXA'] oa4~ dt, 


oil la sommation doit etre etendue a tons les arrangements des 
indices A el A*, les deux arrangements A, k et A, A devant cette fois 
^tre regardes comme distincts. 

Si nous remplacons oF par 


2 


dF , 


et que nous idenliiiions, il viendra 


( 7 ) 


y P ^ d'Xh dF 


A^ppliquons cette formule au cas qui nous occupe; nos variables^ 
au lieu d’etre designees par Xi devront alors etre designees 

par x'^ int^grons d’abord les equations en reduisant F a Fq ; 

elles se r^duiront alors aux Equations du mouvement k^pl^rien et 
elles nous permettront d’exprimer nos inconnues en fonctions des 
six ^l^ments elliptiques de A!' et des six Elements elliptiqiies de 
Supposons que ces douze ^l^ments elliptiques soient pr6cis6ment 
nos variables nouvelles que nous appelons a^ , ao, . . ao/i. 

La formule (7) nous donne alors les Equations diff^renlielles 
auxquelles doivent satisfaire ces nouvelles variables. Les coeffi- 
cients [a^, a^] sont des fonctions connues des ^l^ments elliptiques. 
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Mais ces coefficients ne sont autre chose fpar ra})port aux equa- 
lions canoniques du mouvement keplerien) que les crochets de 
Lagrange du n‘^ 14. En effet, parmi nos elements elliptiques, il j en a 
deux qui varient proportionnellement au temps : ce sont les deux 
anomalies moyennes. Soient 

— Tl\ t Sj, Oio ^ t -4“ £y 

ces deux Elements; c’est-a-dire les anomalies moyennes des deux 
planetes fictives. Mors et £o seront des constantes pour le rnoii- 
vement keplerien. 

Les autres elements sont des constantes pour le mouvemeni 
keplerien. 

Considerons alors un des crochets [a^, a^.]; si h et k ne sont pas 
dgaux a I ou a 2 , il rentre immediatement dans la definition du 
crochet de Lagrange, puisque el sont des constantes. 

Soil maintenant, par exemple [a^, a;^], h n’etant egal ni a i, ni 
a 2 . On a alors 

dxj __ dxi dyi ___ dyi 

d7.i ^ dtx ’ d^x ~~ dix 


et, par consequent, 


[ah, r^x] = [a/i, £,], 


et comme e, est une constante nous retombons surla definition du 
crochet de Lagrange. 

Reste le cas du crochet [a^, as]; ce crochet est nul et il en esi 
de meme, en general, de [a^i, ayt] si et a/^ sont deux elements 
n’appartenant pas a la meme plandte fictive. Et, en effet, 


[ai, a. 


^\dax da^ 


dx'i d/A 
da^ daxj 


Or, si f = I, 2 , 3, les d^rivees par rapport a sont nulles; si, 
au contraire, i = 4, 5, 6, ce sont les derivees par rapport a qui 
sont nulles. Tous les termes du second memhre s’annulent done. 

c. Q. F. D. 

Tous nos coefficients sont done des crochets de Lagrange, et il 
resulte du n‘^ 14 que ce sont des fonctions des constantes du mou- 
vement kdplerien, e’est ^-dire des elements a autres que les ano- 
malies moyennes et des deux constantes s. 
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Je lie m’arreterai pas a deinontrer qii’ils ne dependent pas dcs 
constaiites e, ce qui serait facile. 

Les eqaations (;) etant beaucoup plus coinpliqudes qiie les 
equations n’en ferai aucun usage. Je terinine done la cette 

digression en me contentant de renvojer a i’Oiivrage de Tis- 
serand, Tome I et, en parlicuHer, an Gfiapltre X et a la page 187 , 
ou Ton Iromera les equations en question sous leur forme defi- 
nitive. 


82. Calcul de Fy. — Keveiions aiix elements canoniques et a la 
transformation da n^'30. Nous avons forme les equations (4) et(5) 
des n^^"* 78 et79. II reste a exprimer F en fonction des elements 
osculateurs. 

Coinmencons par Fq; nous avons trouve au n‘' 37 

rp , rp mi/7Z7 7?l4(7?2i4- 7?Z7) 

Fo=T,+ r,--^^ gg 


D’a Litre part, nous avons trouve au 64 la formule suivante : 




— ^ yx -^y^ -^yl ) — 

•i/n ‘ J ZJ 


/n3M2 

TU* 


Appliquons cette formule a la planete fictive il faudra y 
changer j,, jo, y, en y.,, ; m el M en m\ et /n, + w, ; 

/• en AC, L en L|, de sorte que le premier terme du premier 
meinbre de la formule ( 8 ) se reduira a T^ et que la formule 
deviendra 

^ _ ^ 1^7 __ m\ m\m% Mj 

' AG'"- ^Lf -""iLf’ 

oil nous avons pose 

Ml = 

Appliquons de m^me la formule ( 8 ) a il faudra y changer 
y y'^-i y^ on 5 /ri et M en •+* ; r en BD, 

L en La, de sorte que le, premier terme de ( 8 ) se reduira a T, et 
que la formule deviendra 

T. _ ^4(^l”m7 ) 7^4 m7)2 M 5 

BD - ^Ll =-lLf’ 
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oli nous avons pose 

M2 = ni!,^ in\ ( /?ii -h m- 1-. 


io3 


En additiounaiit, il vient 


( \ p _ n-i^ m\ ni\ Mi Mo 

aLJ 2 L| 2 Lf •>L!i 

Le meme calcul s’appliqueraiL si I’on a\ait adopte les transfor- 
mations du n^' 26 ou dll n® M. Les valeurs des masses seules diffe- 
reraient. 

Avec la transformation du n” 26, il aurait fallu fairc 


et 


m = 


//^l m- 
irii -H m-; ’ 


M = miH- /a 7 pour A'^, 


fn-i . , /n-r ( //i 1 nu m-,} 

r)i = — ^ — i-, M = — J i LL pour B". 

i m-i ) ( mi ‘ 


On aurait obtenii ainsi 


„ ni\ m f m | m-, ( //^ 1 h- ni^ ) i 

P Q — ' T .) — — —————————— — — — — « 

2 Lf ni-] ‘iLi 

Avec la methode usuelle du n‘’ 44, il aurait fallu faire 

ni = //ii, M = mi-H m-, pour A'^, 
ni = mi, M = mv 4 - m? pour B'', 

ft Ton aurait eu 

ni I ( m 1 H- m^ }2 m | ( 4 -h m: f 

F„ = — 

Ce que nous devons surtout retenir &est qiie F ne depend que 
desL, 


83. Calcul de pt.Fi. — Developpons maintenant la fonction per- 
turbatrice [xFi . Dans le cas de la transformation du 30, cette 
fonction ne depend que des coordonnees ces coordonnees, en 
vertu du n'* 69, sent developpables suivant les puissances des ? et 
des 7 ). En est-il de meme de la fonction [xFi elle-meine? Pour que 
cette fonction p.Fi soil developpable suivant les puissances des i 
et des il suffit qu’elle soit holomorphe par rapport aux^', quand 
les k et les sont supposes nuls. 
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Soil, en eflet, 

Soil x'!^ ce que devient x’l quand on annule les ^ et les v) el 
DO so ns 

x'i^ H- ^x\. 

Alors x-^ representera le premier terine du developpement de^'- 
siiivanL les puissances des i et desri, eto^'- repi^esentera I’ensemble 
de tons les an ires termes. 

La fonction o{x\) = o{x\'^ ^tanl holomorplie pour 

x'l ~ x'l^ sera developpable siiivant les puissances des et comme 
ceux-ci sont developpables suivant les puissances des ^ et des 7), 
il en sera de meme de = pF^. c. q. f. d. 

Or 

= “ Ab) “■ Bc) 

ne pent cesser d’etre holomorphe que pour 

BD = 0, AB = 0 ou BC = o, 


c’est-a-dire pour 
ou pour 


= ^5 = ^6 = 

X ^5 ^6 ^7 

x\ x[y x'^ mi -i- 7?Z7 ^ 


OU pour 

37 1 372 373 mi-\- m^i 

D’autre part, quand on annule les ^ et les y), il vient 

37 i = KiL| cosXa, 375 =: Ki L| sinXi, 373=0, 
37^ — Kj Ij| cosXj, 37 ^ - — Ko IjgSinXq, 3?g =^ o, 


ou 


Ml mi m-i 


K2 = 


ITlj^ ( JYl]^ — }- m ^ ) 


et K 2 ^tant les valeurs du facteur — ^ correspondant aux 
deux plan^tes et . 

Or ces valeurs des x' ne satisferont aux conditions de non-holo- 
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inorphisme qiie si 


OLl 


ou 


Xi — A25 


— ^27 


Lj = o, 

KiLj ni- 
Ko L I m 1 7 


Ki Lf _ 

KviL^ 


conditions qiii, dans les applications, sont tres loin d'etre satis- 
faites. 

La conclusion, c’est que la fonction pertnrl)atri(*e est develop- 
pable suivantles puissances des q et desvj ; les coefficients dependent 
d’ailleurs des L et des 1 , mais il est clair qu’ils doivent etre des 
functions periodiques des longitudes moyennes A et, par conse- 
quent, developpables en series trigonometriques procedant suivant 
les cosinus et les sinus des multiples de A. Nous pouvons don(‘ 
ecrire 

|j, F j ^ cos ( /t] Aj A'g X2 — j- h ) JIl , 


ou et k:> sont des entiers, ou A et h dependent seulcment des Ij, 
ou enfin est un monome entier par rapport aux ^ et aux r^. 

Ce developpement, comme on le verrail en raisonnant comme 
ail n° 69 , peut toujours se inettre sous la forme 

(10) 

dans cette formule, A et h dependent seulement des I^, les k 
et les p sont des entiers positifs ou negatifs, les 2qi sont des entiers 
positcfs et de telle fagon que 27/ soit de meme parite que pt et 
que 

Remarquons en passant que les p etant de Fordre du carr^ des 
excentricit^s et des inclinaisons, le terme en question sera de Fordre 


par rapport aux excentricites et aux inclinaisons. 

Nous nous contenterons pour le moment de ces breves indica- 
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lions, niais nous reviendrons plus loin en detail siir le developpe- 
ment de la fonction perturbatrice. 


8i. Cas de la methode usuelle. — ■ Ce que nous avons dit de la 
fonction ])erturbatrice s’appliquerait sepamnent a la partie prin- 
cipale el a la partie complemejitaire de cette fonction, puisque 
Tune et I'autre s’expriinent par des fonctions holomorphes des 
Et cela resterait \rai, que I’on adopte la transformation du n^ 30, 
ou la methode usuelle du n“ 44. 

Mais, dans ce dernier cas, la partie complementaire de la fonc- 
tion perturbatrice prend one forme particulierement simple; il en 
est de meme, d'ailleurs, dans le cas particulier examine an n"' 40. 

Cette partie complementaire esl, en effet, 

jn^rtiu, , , , , t f r . 

^ -h .r 2 4- ^3 iTg }, 


pour Fune des planetes, et 


Posons 


niiniL , , , , , , 

07^ -t- it'a .r- H- ^^3 ^6 ). 

d/ CC ^ H” <37 2 vT g H— X -^X 


Le developpement de i se dMuira, d’une maniere particulie- 
rement facile, de celui des . 

Observons main tenant que dansle cas du mouvement d’lm point 
attire par une masse fixe centrale M, on a les equations differen- 


lielles 

d-Xf 



' 7 F 

,>3 

ou 

Mxi _ 



jr3 

-"’a?- 

ou enfin 


m®M* d'^Xf 



L 6 dX 2 


Si nous voulons appliquer ce rdsultat a la planete il faut 
remplacer x^^ ^ 2 , par x\j x.^, Xg, r par AC, et L par et , 
m et M par m, et d’ou 

m\( mi-h d^x'i 

AC* Lf 
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On obtiendrait de meme 

m-f d-x'i 

BG3 “ Ll* ^ 


si nous observons qu’en appliquanl la Ibriniilo a il faut faire 
r = BG, puisqae, dans la methode nsuelle, la planete B est rap- 
portee an Soleil C. 

Si nous observons alors que x', , x',, ne dependent j)as de 
ni x',,, X3, x\ de nous aurons 


m\ niu. ( /;2 1 -h iti- f cl- 6 


in\ nil ( ^^4 ^ 

U cill 


ce qui nous donne les expressions des parties com[)leinentaires 
chercbees. 


80. Cas de la transformation du 2t). — Si Bon ado|Jte la 
transformation du 26, nous avons vii an n'‘ i3 que la parlie 
complementaire a pour expression 

7^(yi7'4-+-72/3-^/:i7o): 

7/2.7 

et en employanl les formules 

/?z^M2 dxi 

du n“ 69 et les appliquanl aux planetes A." el B'', nous trouvons 

m'f m'^ //if ml m'^ d'^ ij/ 

LfTf d\id\^' 

86. Symetrie. — La formule (10) peut recevoir de notables sim- 
plifications par suite de considerations de symetrie. En premier 
lieu, la fonction perturbatrice ne doit pas changer quand on rein- 
place la figure formee par les deux orbites osculatrices, les planetes 
fictives A^, B' et les corps reels A, B, C par une figure sym^trique 
par rapport au plan des Or cela revient a changer les signes 

de tous les angles A et o), ainsi qu’on Ba vu au n'‘ 7L 
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Le developpement (lo) ne doit done pas changer quand on 
change tons ces signes; il ne contient done que des cosinus, ce qui 
revient a dire que 

A = 0. 

Ce resultat peul encore s’enoncer autreinenl si Ton met le deve- 
loppement sous la forme 

A cos 

Sous cetLe forme, la constante h doit etre egale a zero ou k - 

suivant que le monome 0)1 est d’ordre pair ou impair par rapport 
aux Tj. 

87 . La fonction pertimbatrice ne changera pas non plus quand 
on fera lourner la figure dont il vient d’etre question d’un angle 
quelconque e autour de I’axe des ^3. 

Or, comme nous I’avons vu au n'’ 70 , cela revient a augmenter 
toutes les longitudes de s, e’est-a-dire a changer les en A -h et 
les to en <0 — e. 

Dans ces conditions, le developpement (10) ne doit pas ^tre 
altere, ce qui revient a dire que les entiers k et p doivent satisfaire 
a la condition 


88. La fonction perturhatrice ne changera pas quand on rem- 
placera cette meme figure par une figure sjmetrique par rapport 
au plan des 

Mais, ainsi que nous I’avons vu au n^^ 7 ! 2 , cela revient a changer 
le signe des variables obliques ^2? '^27 ^4? ■^14- Le developpement 
de F, suivant les puissances des ^ et des yj, ne contiendra que des 
termes de degr^ pair par rapport a ces variables obliques. 

Ou bien encore cela revient a changer coo et CO 4 en coa 4 - tc et 
o>4-P7c, et, comme le developpement (10) ne doit pas ^tre altere, 
cela veut dire que 

. P2-^Pk 

est toujours pair. 

89 . Homog6ii6i1;6. — La fonction F est homogene de degre — i 
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par rapport aux grands axes et, par consequent, hoinogene de 
degre — 2 par rapport aux L et aux p. II en resulte que, dans le 
developpement ( 10 ), le coefficient A est homogene de degre 



par rapport aux L. 

90. Integrales des aires. — deviennent les integrales des 
aires avec nos nouvelles variables? Nous avons vu, au n" que 
ces integrales conservent la meme forme quand on passe des va- 
riables sc et y aux variables sc' et de telle fagon que chaque 
composante du vecteur des aires est la somme de la composante 
correspondante du vecteur des aires relatif a la premiere planete 
Active A', et de celle du vecteur des aires relatif a la seconde pla- 
nete Active D’autre part, le vecteur des aires est le meme a 
I’instant t pour la planete A^ et pour la planete A'^, puisque a cet 
instant elles ont m^mes coordonnees, meme masse etmeme vitesse, 
Elle sera la meme egalement pour B^et pour B'^ 

Or, au n°60, nous avons vu quelles etaient les troiscoinposantes 
du vecteur des aires pour une planete se mouvant d'apres les lois 
de Kepler; ce sont : 


do 


G sin £ sin 6 = — 


— G sin i cos 6 = — 



© = L — pi — p2. 



On voit que dans les deux premieres de ces expressions figurent 
a la fois les les et les o ; mais il serait ais6 de passer de la soil 
a une expression en fonction des 0 et des o), soit a une expression 
en fonction des ? et des T], 

Appliquons ces formules aux deux planetes A^ et B^^ qui d^crivent 
des orbites elliptiques. Nous verrons que les trois composantes du 
vecteur des aires sont 
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A" ct 




T P' 




I-'3 — P.3 — Pi 


pour B", cle soi'le qiie les inlegrales cles aires s’ecrironl 


{12; 




P 4 

p3 — = const.. 


2 — p;i — — const., 


Ii- 2 p= 


const. 


La dernicre des equations (12) peut s’obtenir facilcment de la 
maniere suivante : 

Nous avons vu, au 87 , que dans le developpement (10) de la 
fonction perturbatrice p.F^ on a 


On a done 


2 * - 2 ^' 

d[JLFi _ 

~dr ~ 


el conime F ne difFere de [i.F< que par le terme Fq qui est indepen- 
dant des A et des w 





ou a cause des equations ( 4 ) 

\^dL ^ dp 

2dTt ~~2ddt 

ou enfin 


91 . Supposons que Ton prenne pour plan des Xfi le plan inva- 
riable, les Equations (12) se simplifient, En efFet, les seconds 
membres des deux premieres equations (12) ser^duisent a zero, et 
alors on peut d^duire de ces Equations 

^2 
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0^2 = O)-, 



Jj’equation coo — co,, n’esl pas autre chose (pie la [)ropriete 
enoncee au n° 25, sous le nom elimination des naaids. 

92. Tout ce que nous avons dit jusqu’ici s’etend sans aucune dif- 
ficulle au cas ou Ton a plus de trois corps. II en est ainsi en particu- 
lier des resultats du n“ 90. Mais ceux du n" 91, de iiuhne que ceux 
du n° 25, ne seraient plus vrais dans le (%as ou il y aurait plus <le 
trois corps. 

93. Approximations successives. — Coinme F= FoH- aFi et 
que Fo ne depend que des L, les equations (4 ) du n“ 78 peuvenl 
s’ecrire 

, . \ dt ~ ^ cD.' dt df~ dr, ’ 

(4 l^is) { . 

dl _ ^Fq 

et de meme les equations (5) du n” 79 peuvent s’eerire 

/ dL dFi dco ___ dFi dp __ dFi 

\ dt ^ ’ dt dp ^ dt dtxi ’ 

d\ _ dFo dFi 
di ~ dL '^^'dU' 

J’ai supprime les indices i pour simplifier Fecriture. 

Gela pos6, voici comment les equations (4 bis) ou (5 bis) peuvent 
s’integrer par approximations successives en profilant de la peti- 
tesse du parametre p. 

En premiere approximation, nous supposerons p. =: o, de telle 
facon que les L, les p, les w, les les r^ seront des constantes et les 
7 des fonctions lineaires du temps. 

Ensuite, dans les seconds membres des trois premieres Equations 
(4 bis) ou (5 6^^) je remplace les fonctions inconnues L, A, p, to, 
(ou L, )v, 7 ;) parleurs valeurs trouvees en premiere approxima- 

tion; ces equations me donnent alors par une simple quadrature de 
nouvelles valeurs approch^es des L, p et tu (ou des L, 5 et r^). 
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Dans le second membre cle la quatrieme equation (4 bis) ou 
(5 bis), je rcmplace les L, p et co (ou les L, ^ et v)) par les valeurs 
ainsi trouvees, et les A par les valeurs de premiere approximation. 
J’ai ainsi par quadrature de nouvelles valeurs approchees des A. 

Et c'est la la deuxieme approximation. 

Ensuite, dans les seconds membres des trois premieres equa- 
tions (4 bis) ou (5 bis)^ je remplace les fonctions inconnues par 
les valeurs troiuees en deuxieme approximation et j’obtiens ainsi 
pour les L, p et (ou pour les L, \ et ti) de nouvelles valeurs 
approchees qiie je substitue dans le second membre de la quatrieme 
equation, oii je remplace d’ailleurs les A par les valeurs de la 
deuxieme equation. 

Et c’est la la troisieme approximation. 

Et ainsi de suite; a la approximation, on envisage d’abord 
les trois premieres equations; on remplace les Inconnues dans les 
seconds membres paries valeurs de (n — i approximation, etl’on 
calcule par quadrature les valeurs de approximation de toutes 
les inconnues, sauf des A. 

On prend ensuite la quatrieme equation ; dans le second membre, 
on remplace toutes les inconnues par leurs valeurs de approxi- 
mation, sauf les A qiie Ton remplace par leur valeur de (/i — i^eme 
approximation. On obtient enfin par quadrature les valeurs de 
^ieme approximation des A. 

On voit qu'a chacune des approximations on n’a a effectuer que 
de simples quadratures. 

94. II s’agit de se rendre compte de I’approximation obtenue. 
Nous allons chercher a developper nos inconnues suivant les puis- 
sances de p, et de voir combien a chaque approximation nos deve- 
loppements contiendront de termes exacts. 

Pour cela, nous nous appuierons sur les lemmes suivants : 

Soient deux fonctions d^veloppees suivant les puissances de pi, 
leur produit sera egalement developpable suivant les puissances 
de p., et si Ton remplace ces fonctions par des d^veloppements 
dont les premiers termes seuls sont exacts, de telle fa^on que le 
premier terme erron^ soit le terme en pi'^, le d6veloppement du 
produit aura aussi ses premiers termes exacts, de telle facon que le 
premier terme erron^ soit le terme en p'*. 
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2® Ce resultat s'etend immediatement a un poiviiome entiei* 
([uelconque. Soil P an polynome entier en </*, 3 : si y, z sent 

developpables suivanl les puissances de il en est de lueme de P; 
et si Ton remplace r, 3 par des developpements approches ou 
le premier terme errone soil en les premiers termes du dt^(‘- 
loppement de P seront exacts, de telle facoii qae le premier terme 
errone soil le terme en u.'*. 

3 “ Considerons maintenaiiL unefoiiclion qiielcouque fix^y^ 3 ). 
Soient ^07 JKoj -^o ies valeurs de y el 3 pour a= o, c'esl-a-dire 
les premiers termes des developpements de x, 3 suivant les 
puissances de u. Je dis que la proposilion ([ui [)reeede sera encore 
vraie si la fonction /* est liolomorphe en x^ y\ 3 pour 

.r — .ru, r=^V'o, 3 c..,. 

Posons en efFet 

5 :* = .r,) -T- 0.7% y = -h or, ^ rr -f- 0 .- : 

la fonction f elanl liolomorphe sera developpable selon les puis- 
sances de o:?;, 8 /, 03. On pourra done ecrire 

ou /q contient Fensemble des termes dc degre moindre que n en rjx, 
oy^ 03 et I’ensemble des termes de degre au moins egal a n : 
alors /o 6 St un polynome auquel s’applique le lemme precedent. 

Supposons maintenant que Ton remplace Sx, or, 03, soil par 
leurs developpements exacts suiyant les puissances de [jl, soil par des 
developpements dont les premiers termes seals soient exacts, le ])re- 
mier terme errone etant en ijl". Dans les deux cas,/, /q et /t seront 
developpables suivant les puissances de p; de plus, comme oj\ 
03 sont divisibles par p, et que /, ne contient que des termes 
d’ordre n au moins par rapport a o.r, o>% 03, cette fonction fi sera 
divisible par 

Je dis maintenant que dans les deux developpements, Tun exact, 
Fautre rapproche, les termes de degre moindre que n (e’est-a-dire 
les termes en p^ ou i<i n) seront les m^mes. Cela est vrai pour/o 
qui est un polynome auquel le lemme s’applique ; cela est vrai pour 
fi qui est divisible par p", et qui par consequent ne contient pas 
de terme de degre moindre que n en p. Cela est dune vrai de/. 

8 


P. — I. 



Aiini drills le developpenienl approche de /, le premier tenne 
oiTune est le leraie en p", ou, cmiime mms le dirons plus bnd\e- 
raeiiL. Terreur est de Fordre de p". 

93. 11 s’agil d’applicjLier <‘es leinmes a la question qui nous 
occupe. Gela est possible, car Fo et F, sonl cles fonctions holo- 
inorphes cle nos inconniies A, L, p, co (ou L, q, v)) et il en est (1(‘ 
ineme de leurs derivees. 

Je vois d’abord qu'a cha([ue approximation nous trouverons 
pour nos inconnues des expressions developpables suivant les puis- 
sances de p.. Et en effet, si cela est vrai en (n — i approximation, 
quand nous substituerons daus les seconds membres des Equations 
(4 bis) ces valeur approchees developpables suivant les puissances 
de pi, ces seconds membres seront eux-memes apres cette substi- 
lution developpables suivant les puissances de p., et il en sera de 
meme des iiouvelles valeurs approchees des inconnues, qui se 
deduisent de ces seconds membres par quadrature. 

Si, dans nos developpemenls approclies des inconnues, le pre- 
mier terme errone est en pi^, et si nous substitiions ces ^develop- 
pements approclies dans F,, le developpement de F, aura ses 
premiers termes exacts, d’apres le lemme, et le premier term(‘ 
errone sera en p."; pour piFi, le premier terme errone sera en 
pL'^+‘, et de meme pour la m^me raison, si F'^ est une quelconque 
des derivees partielles de F,, Perreur eommise sur p.F', sera de 
Fordre de . 

Sur Fo, ou sur une quelconque des derivees partielles de F(,, 
Ferreur eommise sera de Fordre de p.'^. 

Apres la premiere approximation. I’erreur eommise sur les 
inconnues est de Fordre de pi. 

Passons a la seconde approximation. Substituons ces premieres 
valeurs approchees dans les seconds membres des trois premieres 
equations (4 bis) ou (5 bis) qui sont de la forme piF'^. L’erreur 
eommise sur ces seconds] membres sera de Fordre de p.^, et il en 
sera de m^me de Ferreur eommise sur les nouvelles valeurs appro- 
eh^es des L, p, oi (ou L, tj). 

Substituons ces nouvelles valeurs approchees dans le second 
membre de la quatridme equation et remplagons-y en meme temps 
les A par leurs valeurs de premiere approximation. Nous faisons 
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siir les lines line erreur de I’ordre de p.®, sur les autres ime erreur 

de I’ordre de a. L’erreur commisc sur a-rr*^ sera done de I’ordre 
‘ ‘ clL 

de Quant a 1’ erreur sur elle sera egalement de I’ordn* 
dP 

de car ne depend que des L et I’erreur sur les L est d(‘ 

I’ordre de L’ erreur sur le second membre de notre quatrieme 
equation et, par consequent, sur les non veil es valeurs approchees 
des \ sera done aussi de I’ordre de 

On demontrerait de la meme maniere qu’a la Lroisieme approxi- 
mation I’erreur sur les seconds membres des Irois premiere^ 
Equations est de I’ordre de p®, Terreiir sur les noiivelles valeurs 
approchees des L, p, co de I’ordre de p^, et enfin que I’erreur sur 

p^j sur ^ et, par consequent, sur le second membre de la 

.quatrieme Equation et sur les nouvelles valeurs approchees des A, 
est aussi de I’ordre de p^ 

En rdsume, apres la approximation, V erreur commisp 
sur nos inconnues est de V or dr e de p'^ 

96. Dans la melhode d’approximalions du 93, nous substi- 
tuons a la place de nos inconnues, dans les seconds membres d<‘ 
nos equations, des developpenients obtenns d’une certaine maniere. 
Mais il n’y a la rien d’essentiel. Supposons que dans les second.s 
membres des trois premieres equations (4 bis)^ nous ajons sub- 
stitud a la place des inconnues d’aiitres developpements pourvu qu(‘ 
le premier lerme errone soit de I’ordre de p". 

L’analyse du n° 9S nous inontre iinm^diatement que ces equa- 
tions nous auraient donne pour les L, les p et les co de nouveaux 
developpements approches ou le premier terme errone serait en 
p'^+b 

Preiions ensuite la quatri^me Equation (4 bis)\ dans le second 
membre, siibstituons a la place des L, des p el des co ces nouveaux 
developpements et a la place des \ les anciens developpements oii 
I’errenr est de Fordre de p'*, lei encore nous verrions immediato- 
ment, par I’analyse du n^ 9S, que Fequation nous donnerait pour 
les A de nouveaux developpements approches ou le premier term(‘ 
errone serait en p”+^ . 

Dans la conduite de nos approximations, nous pouvons, comme 
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(I’ailleui's le bon sens I’iadique, kisser cle cote les termes errones 
lie nos developpements, en ne conservanl que les termes exacts. 

A k approximation, nous substituons dans nos seconds 

membres nos developpements approches, et nous obtenons pour 
(;es seconds membres eux-memes des developpements que nous 
pouvons arreter au terine en *, puisque les termes suivants sonl 
errones. 

Dans le second membre de la quatrierae equation, nous avons 

deux termes et dans le second terme, il suffira de sub- 

dL ^ ciL 

stituer a la place des inconnues leurs anciens developpements qui 
sont exacts jusqukii terme en inclusivement; I’erreur commise 

(Ians le developpemenL de sera encore cle Tordre de p'". 

jVIaiSj dans le terme faiidra remplacer les L ^je dis les L 

parce cpie ^ ne depend que des par leurs nouveaux develop- 

peinentSj exacts jusqu’au terme en p'^"^ inclusivement^ que Ton a 
obtenus aTalde des trois premieres equations. 


97. Ilconvientde preciser da vantage. Considerons, par exemple, 
les equations (5 bis), Je suppose que nous envisagions la solution 
particuHere de ces Equations telle que, pour ^ o, les inconnues 
L/, Yi/ aient pour valeurs initiales 

r U T.O to vO 
1 1 '^11 Cl/ j 

et ([lie nous nous proposions de developper cette solution suivant 
les puissances de p. 

En premiere approximation nous aurons 


r 1 

iji — , 


t.— to 

— Sf J 


A/ — flit -|- A^* , 


ou rii est une constante qui, conformement aux formules du mou- 
vement elliptique, est ^gale a 




JL 


ou nous avons pos^, comme au n^^ 82 , 

iM 1 ~ ( mi /nf , 

Ma = m'j® ( mi 4- H- )^ = m J. m J ( m 1 4- m? 
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Kn approximation nous aurons 


(14) 

et 

(15) 




( v=-^9h-:xJ 




' dF^ 
d\l 

dlF,, 

dU 


di. 


Dans les intcgrales qai figurent dans ies seconds memLres des 
equations (i4) remplace les inconnues par les valeurs obtenues 
en ill — lyeme approximation. On faitde meme pour la seconde into- 
grale du second membre de (i5), tandis qiie pour la premiere inte- 

grale, ou figure sous le signe ^ une function ne dependant quo 

des L, nous y remplacei'ons les L par leiirs valeurs donnees par 
les equations (t4)* 
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98. Nous a\ons \u, a la iiii du Cliapilre prec^deiitj que nos 
(‘([nations peuvenl s’integrer par approximations successives etque 
ces approximations peineni sc faire par de simples quadratures. 
Toutes les quadratures que nous serons conduits a faire dans I’ap- 
plication de cette metliode scront dc la forme 

j cos{vt + h) dl, 

oil m est un entier positif on mil, A, v et li des constantes. 

Nous avons d’abord, pour m = o, 


cos(v^ — It.) dt = 


siii(v^-l- /ij 


(^t, d’ailleurs. 


I dt = ■ 


Si nous diflerentions cetLe derniere equation m fois par rapport 
ii V el que nous divisions par t'", il vienl 

J JV ' (ni — 1)! v 2 '^‘(ni-2)! v* 

+ mil , 

2! i! i! * 

ou en multiplianl par Ve‘^ et prenanl la partie reelle 


^ At"* coii'^ t + h)dt 

' _ At"«5in(vt+A) ^ ,cos(v^ 




, sin(vZ+A) 


sm ^ ^ 
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J^e Lerme general da developpenicnl est 

±1 m{m — i) . . . (in — n ^ i ) A / i v / -- // ) . 

sin 

ou Ton doit prendre 

-f- sill, -f- cos, — sin, —cos, 

suivant que 

p~o, 1, ■>,. j {moduli. 

<Jn remarquera la presence de v au denomiuateur. Les foriimles 
precedentes deviennent done illusoires dans le cas ou v — o; dies 
doivent etre reniplacees par 

( 3 ) lAclt^kL — ~ — 

J ' J m -h i 

99. Appliquons ces principes au probleme qui nous occupe, 
e’est-a-dire a Pintegration des equations (5 bis) dii n” 93. Nous 
avons vu au n° 83 que p.Fi et F peu\ent se developper suivant les 
puissances des des t] et des cosinus et sinus des multiples des \ 
il en esL de indue des derivees partielles de F par rapport aux L. 
aux A, aux ^ et aux yj, Les seconds membres des equations (5 6/5) 
seront done developpables sous la forme 

(4) A cos(/ri Ai + ^ 2 ^'‘2 “f- ) 51c , 

ou A et h sont des constantes ne dependant que des L, ou les k 
sont des entiers et OIL un monome entier par rapport aux i et auxT^. 

La constante h est d’ailleurs egale a 0 ou a — d’apres le n^* 86. 
En premiere approximation nous avons 

L,-=L?, 

Si, appliquant la regie des n”® 93 ou 97, nous substituons ces 
valeurs dans les seconds membres des trois premieres equa- 
tions (5 bis)^ ces seconds membres prendrontla forme 

2 B cos(vi -f- A')j 
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Oil 1] el li sent lies constanles el ou 

V = k\ III — !~ k-2 /I 4 . 


Nous puurrons alors inLegrer nos (kjualions a Faide des for- 
inules ()) ou (3) et nous troinerons pour nos inconnues L/, 
de nouveaux developpements ou nous aurons des termes en 
sin(v/' + h^) et des lennes en t, 

Passons a Jk*qiiation (i5) du n*’ 97: 




'rfF,, 

dLi 


dt ■ 


■d 


dU 


dt. 


Dans nous devons encore suhstituer a la place de nos 

inconnues leurs ^aleurs approchees nous 

obtiendrons ainsi pour X/ des lermes en t [provenant de Fappli- 
calioii de laformule (3)] etdes termesen sin(vf + /F) [provenant 
de Fapplication de la formule (i)]. 

Dans il fautj d^apres la z'egle dii n® 97, suhstituer aiix L^ 
les nouveaux developpements que nous venons de Lrouver. Soient 


Lf — L? -t- oLj* 


ces nouveaux developpements, 

Les SL/ sonl dt^veloppables suivant les puissances de p,, et comme 
on a, d’ailleurs, 

et (jiie dans les inconnues out ete I'emplacees par leurs valeurs 

approchees ind^pendantes de p, on voit aisement que le develop- 
pement de 5L/ se reduit a un seul terme, le terme en p. 
dF' 

Pour Lf~ Lj?, se reduit a D’ailleurs, pour hf-h 3L/, 
dF 

la derivee peut se d^velopper suivant les puissances des oL; 
sous la forme 


dL, 


d^F, 


oL, 


dL/dL, 

Dans cc developpement, nous pouvons n^gliger les termes du 
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second degre on de degre snperieur, parce qu’ils sont de Tordre 
de tA“, et si nons observons, d’aulre part, qne, d’apres la forme 
de Fo {cf, n'' 82), on a 


./2Fo 

<7]., dL,_ ~ 


(I-Fq __ dill 

InJ ~ dUi' 


nuns poiivons ecrirc 


d’ou 


^ 


.( dhd ‘ ' dV},l 


J’ai pii faire sortir dn signe j ; c’est, en effel, line constanlc ; 

car les derhees snccessives de Fo, quand on y a remplace les L/ 
par les constantes , se reduisent a cles constantes. 

Nous avons vu qne SL/ contient des termes en sin(v^ + h’) et 
pent contenir des termes en t. Nous verrons bientot que ces termes 
en t ne peuvent se rencontrer que si le rapport des mojens mou- 

vements — est commensurable; c’est la la propritHe connue sous 
le nom ^imaviabilite des grands axes, 

Cela nous donnera dans J* oLidt et, par consequent, dans A/ des 

termes en cos(v^ + A), des termes en ^ ; il pourra y a\oir aussi des 
termes en [par application de la formiile (3)] mais seulemeni 
si oLz contient des termes en c’est-a-dire si le rapport des 
moyens mouvements est conimehsurable. 

C’est la la deuxieme approximation qui, a cause de la petitesso 
des masses perturba trices, est suffisante pour les besoins de la 
pratique dans le plus grand nombre des applications. 


100. Nous voulons neanmoins pousser I’approximation plus 
loin et voir quelle est la forme generale des termes de nos ddve- 
loppements. 

Je dis que tous nos termes seront de la forme 


(5) 


cos(v^-i- A); 



ft>/2 
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au 7)1 esl un entier posilif on mil, A el h des constaiiles et ou 

V = /ri/?i -f- 


les k etanl des eiitiers positifs ou negatifs. 

J'observe d’abord que le produil de deux quantiles de la 
forme (5) esl une somme de termes de la forme (5) et j’en conclus 
qubm polynome entier par rapport a plusieurs quantiles de la 
forme (5) est une somme de termes de la forme (5). 

Plus generalement; soil /une fonction developpable suivant les 
puissances de si y, z sont developpables en series de 

termes de la forme (5), la fonction / sera elle-meme developpable 
eii une serie de termes de la forme (5). 

Si, en effet, dans le developpemenl de / suivant les puissances 
do je subslilue a la place de y^ z leurs developpements, 

le r^sultat de cette substitution sera une serie dont chaque terme 
sera un produit d’e 3 :pressions de la forme (5). 

Le n^ 98 nous montre ensuite que, en integrant par rapport a t 
une expression de la forme (5), on obtient encore une somme de 
termes de la forme (5), car il est utile de faire observer que 


sinf -4- /i j = cos( 


2 




Cela pose, envisageons les de^i^ees parti elles de Fi et de Fq qui 
iigurent dans les seconds membres de nos Equations. Posons 

L/ = Lf -r- oLi , 4- 0^/, = Tj y -h OT^/, X/ =: /I/ ^ 4- X? 4- SXj. 

Les d^rivees partielles de F^ ou de Fq pourront se developper 
suivant les puissances des oL, Sri, ^^4 sous la forme 

311', 


oil est unmonome entier par rapport aux 5L, S?, Sri, SX* Quant 
aux coefficients B, ce seront, d’apres la formule de Taylor, des de- 
riv^es partielles d’ordre superieur de Fi ou de Fq, ou les L, ri 
et A doivent ^tre remplac^s par leurs va leurs approchees 

n/t-hXf. 

Les d^rivdes partielles d’ordre quelconque de F, et Fq peuvent, 
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comme ces fonctions elles-Diejiies, se metlre sous la forme (4) du 
n‘' 99, c’est-a-dire sous la forme 


2 A cos ( X'l Xi /i 2 Ao H“ h } 511 . 


Si I’on y remplace les inconimes par leurs valeurs approchees, 
(‘es expressions se reduironta ime somme de termes de la forme (5), 
car A el D]t se reduironL a des constantes et/c^l^ + /r 2 A 2 -f h a 

V t h' 
ou 

V = X J // 1 -f. /,\, /^.2, li ^ h ki A 5 -i- /'i A'a . 

Nos coefficients B sont done des sonmies de termes de la forme (5). 

Je dis c[ue SL/, o;/, otj/, oA/, quelque loin qiie Ton pousse I’ap- 
proximation, ne conliendront que des termes de la forme (5). Eii 
efifet, je suppose que eela ait ete demontre pour la approxi- 
mation, et je vais montrer que eela est encore vrai a la {ii -j- 
Considerons, en efleU d’abord les trois premieres equations (5 bis ) 

du 11 ^ 93. Les seconds membres sont de la forme ^B51L^et, dans 

le monome 5lV, on doit remplacer les oL, . . . par leurs valeurs de 
,peme ; approximation . Par liypotbese, ces valeurs se reduisenl a 
line somme de termes de la forme (5). Done 511./ sera aiissi une 
somme de termes de la forme (5) el, comme il en esl de meme du 

coefficient B, il en sera de meme de^B^Fc'. 

Nos seconds membres sont ilonc des sommes de termes de la 
forme (5) et, en integrant par rapport a nous voyons que les 
noiivelles valeurs des SL/, 3^/, 3'/;/, e’est-a-dire leurs valeurs de 
( A -H approximation, sont encore de la meme forme. 

Prenons enfin la qualrieme equation (5 his) du n° 93. Dans le 
second membre, il faut substituer a la place des SL/, 5 *a/ les 
valeurs de {n -j- approximation et, a la place des 3A/, les valeurs 
de approximation. Toutes ces valeurs sont des sommes de 

termes de la forme (5). 

On en conclurait, comme plus baut, (jue le second membre est 
une somme de termes de la forme (5), et, cn integrant, que la 
nouvelle valeur de SX/, e'est-a-dire sa valeur de (n + i approxi- 
mation, est encore une somme de termes de la forme (3). 

C. Q. F. I). 
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101. Petits diviseurs — On volt, en se reportant au n“ 98, 
que, par suite des integrations, le coefficient v figure au denomi- 
nateur. II eii resulte que, si v = o, Jes formules (i) et ( 2 ) de- 
viennent illusoires et qu’on doit recourir aux formules (3). Mais 

V = ^^2* 


Done V ne 
rable on si 


pent s'annuler que si Ic rapport ^ est comiuGiisn- 
ki ~ /c -2 = o. 


Or, la probahilite pour que le rapport ^ soit exactemeiil 

coininensurable est infiminent petite. Nous pouvons done Loiijours 
sapposer que ce rapport est incomniensurable et, par consequent, 
que V ne pent s’annuler que quand les deux coefficients k sent mils 
a la fois. 

Mais si ce rapport ne peul etre exactement commensurable, il 
peut etre d pen pres commensurable; dans ce cas, v peut s’annuler, 
inais peut devenir tres petit. Si v devient Ires petit, les termes cpii 
contiennenl v ou une puissance de v au denoininateur deviennent 
tres grands. 

On dit alors que ces termes sonL tres grands par suite de la 
presence d’un petit dwiseur. 

11 j)eut y avoir pour chaque valeur de ^ une infinite de petils 
diviseurs. Supposons, en ellet, que nous reduisions en fraction 
continue et soit — une des rMuites successives; I’expression 


— 7,1 

ou les a sont des entiers, est tres petite; a chaejue reduite corres- 
pond done un petit diviseiir; il y en a done une infinite. 

Mais, dans la pratique, on n’aiira jamais a envisager que les 
premiers termes des developpements, e’est-a-dire ceux qui corres- 
pondent a des valeurs relativement petites des entiers k\ et 
Les premieres r^duites pourront done seules entrer en ligne de 

compte; etleplus souvent, si le rapport^ n’est pas tres pres d’une 
valeur commensurable simple, e’est-a-dire du rapport de deux 
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cutlers petitSj il arrivera cjue ['expression 

Cio 71 1 — CCi 7U 

lie sera pas exLremenienL petite; car les expressions analogues sont 
d’autant plus petites qu’elles correspondent a des reduites de rang 
plus eleve. Dans ce cas, nous n’aurons pas a nous iiiquieter des 
petits diviseurs. 

Si, au contraire, le rapport ^ est tres voisin d’une valeur com- 
mensurable simple, I'expression 

a.)//i — 7-1 /i.2, 

correspondant a rune des premieres reduites, sera extremement 

3 

(letite. Mais alors il se presentera la circonstance suivante. Soil ^ 

la reduite suivante; je dis que les entiers et po seront extre- 
mement grands, de sorte qu’on n’aura pas a considerer le petit 
di\iseur 

— .^1 nn 

(jui ne ligurera pas dans les termes du developpenient (jue Ton 
conserve. 

Soit, en effet, — la reduite qui precMe la tlieoric des irac- 
lions continues nous apprend qu’on aura 

a designanl le quotient incomplet correspondanL Si nous posozus 

71 > 

on sail que a est la partie entiere de x de telle fa^on que x — a est 
compris entre zero et un. On a alors 

Par hypothese le denominateur a 2 /i| — a^/Zo est extr^iaemenl 
petit, done x et, par consequent, a sont exlrdmement grands. 11 
en est done de meme de et de jJo. c. q. f. d. 
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A'oiis n’aurons done a nous inquioler ni de la reduite ni a 

fortiori des reduites sulvantes. Done, dans la pratique, nous 
auroas au plus a nous inquieter cl’iin seiil petit diviseur. 

Si, au lieu de trois corps, nous en avions un plus grand nombre, 
4 [uatre par exemple (e'est-a-dire trois planetes), nous aurions 

V = k\ n\ -T- k-i u-i 4" /?3. 

La condition qiie le rapport ^ soil Incommensurable devrait etre 

reniplacee par la suivante : qu’il n y ait entre les trois moyens 
mouvements /?,, /?o et Uz auciine relation lineaire a coefficients 
entiers. 


10:2. Forme des developpements. — Coiisidcrons maintenant 
nos inconnues comme fonctions des valeurs ini dales et des \i 
et des '/]/. Je dis opi^elles seront developpahlas suwaiit les puis- 
sances croissantes des et des v] 

En effet, cela est xrai en premiere approximation ou Lon a 
sinipleinent tandis que les L/ et les }./ sent inde- 

pendants des et des II suffit done de montrer que, si cela est 
vrai en approximation, cela est vrai egalenient en (/i -{- 
Consid^rons d’abordles trois premieres equations (5 bis) dun*^ 93 
dont les seconds membres sont de la forme 




Nous a\ons monlre que les coefficients B eux-m^mes sont de la 
forme 


2 A cos (/fj Xi -h 1% 4- h) OTl , 


ou I’on doit remplacer les L/, rj/, Xf par leurs valeurs appro- 
chdes L°, 5? 7 4~ X® . Alors Oil, qui est un monome entier par 

rapport aui et aux t]/, deviendra un monome entier par rapport 
aux 5/ et aux et, comme les autres facteurs ne dependent pas 
des et des nous voyons que lesB sont developpables suivant 
les puissances des et des tj?. 

Quanta e’est un monome entier par rapport aux SL, 

SX, ou ces expressions doivenl 4tre remp]ac6es par leurs valeurs 
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de approximalion. Or, ces valeurs, par hypothese, sont deM*- 
loppables suhanL les puissances des et des rif, II en sera done 
de meme de et, par consequent, de nos seconds inembres 

y; BJir. 

Si nous integrons, nous verrons que les valeurs de [n 
approximation des L, sont developpables suivantles puissances 
des et des En raisonnant sur la quatrieme equation (5 bis) 
comme nous venons de le faire sur les trois premieres, on verrail 
qu’il en est encore de meme des valeurs de (n -f- approxima- 
tion des 

Nos developpements seronl done de la forme 

(6) 2 A cos(v i -T- /i), 

ou 011(1 est uii monome entier par rapport aux et aux YjJ* et ou A 
et h sont des constantes ne pouvant dependre que des L^- etdes XJ- . 
Comme nos expressions sont d^veloppees suivant les puissances 
de p, nous avons en facteur une puissance de p que j’ai mise en 
evidence. Posons 

^0 == y/ 2 p? coswj, = /apj sin to® ; 

les p^- et les coj? sont les valeurs initiales des pi et des w/. En rai- 
sonnant comme au n^’OO on verrait que notre d^veloppement pent 
egalement se mettre sous la forme 

( 7 ) ^fjLaAp®'7‘p®j‘7jp0^8p0^7<cos^v^-h^/>/to5 4 - 

ou A et h dependent seulement des L® et des X® et ou les entiers /> 
et 29 satisfont aux conditions 

2 ^/^ />/ (mod 2 ), 

103. Coordonn^es h^liocentriques. — Nous avons \u au n^" 61 
comment les coordonn^es Xz d^une masse attir^e par un 

centre fixe peuvent s’ exprimer en fonclion des elements cano- 
niques et nous pouvons appliquer les formules de ce n® 64 auv 
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deux planetes fictives A" et B". Nous \errons ainsi que 

developpables suivant les puissances des | eL des rj, el que ce 
soul d’ailleurs des fonclions des L et des X, qui restent holoinorphes 
()our 

Si done noas faisons 

hi = h^ H- oL/j A/ = A/ Hit -h OA/, 

ces coordonnees x' seront developpables suivanL les puissances 
des des des SL, des oX. J’ajoute que les coefficients du deve- 
loppement sont de la forme C cos(v^ -j- C et h etant des 
constantes qui dependent seulement des el des Ils sont done 
de la forme ( 6 ). Comme les quantiles ti, oL, oX sont elles- 
Illumes developpables sous la forme ( 6 ), il en sera de m^me des 
coordonnees x'. 

En raisonnant comme au n‘’ 69, on verrait aloi's que Jes x'' 
peuvent egalement se developper sous la forme ( 7 ). 

Ainsi nos coordonnees x' peuvent se developper soil sous la 
forme ( 6 ), soil sous la forme ( 7 ), et il en est de m^me des coor^ 
donnees h 6 liocentriques des planetes Xt — ^ 7 , x^ — x^^ x^ — 

.r, — ^ 7 , — Xii. X(> — Xo qui sont des fonclions lineaires des x'. 

104. Classification des termes. — Ainsi, soil dans les develop-- 
pements des el^nents, soil dans ceux des coordonnees, le terme 
general est de la forme 

cos(v/ -r- A). 

Cela pent servir de base a une classification des tennes; nous 
distinguerons d'abord les termes periodiques, les iermes secu- 
lalr es pursj et les termes seculaires rnixtes, 

Les termes periodiques seront ceux qui ne contiendront pas de 
facteur ou le temps t se trouve en dehors des signes sin et cos. 

Les termes seculaires purs seront ceux qui contiendront un 
facteur et ne contiendront pas de facteur trigonom^trique 

cos(vi - 4 - h). 
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Les Lcrmes seculaires mlxtes soiit ceiix qiii contiennent a la 
ibis uii facLeur et un facteur Irigonomclrique. 

Nous (listinguerons ensuite les lermes au point de vue de Yoixlre, 
(111 deg re, dii rang et de la classe. 

L'ordrc d’uii terme est I’expo.saiil a qui adbcle le paramelre ;a. 
Ce qui justifie celte distinction, c'esL la pclitessc de ce paramelre, 
de telle facon que les lermes sont d'aiilant plus pelils qudls son! 
d’ordre plus deve. 

Le degre d’un Lerine est le degre du monome OHo; ce qui 
juslKie cette distinction, c'esl la pelilesse des excentricites et des 
Inclinaisons. Comme les et les sont de I'ordre des excentri- 
cites et des inclinaisons, les lermes sont dbutant pies petits qii'ils 
sont de degre plus ele\<:‘. 

Le rang sei^a 

a — m, 

<^’esl-a~dire I’exposant a du paraimVlre u, moins rexposant m di* 1. 
On \oIl aisement, en effel, qu\ui lerine oii a — m est petit peul 
avoir line grande importance bien que a soil grand; si, en effet, % 
et m sont grands tons deux, le terme d’abord tres petit croitra 
rapidemeni avec le temps. 

Quanta la classe, elle depend de la presence des pelits diviseurs 
ail denominateur. Ces petits diviseurs sont inlroduits, comme on Fa 
vu, par les inti^grations success! ves. 

Soil alors nY I’exposant du petit diviseur qui figure au denomi- 
nateur, ou la somme des exposants des petits diviseurs qui 
figui’ent au denominateur, si I’on a ele amene a en consider^’ 
plusieurs. Nous avons vu, au n° 101, que cette derniere circon- 
stance se presentera rarement. 

Alors la classe d’un terme est. par definition, 

m ni 

J. '2 


lOo. Invariabilite des grands axes. — Reprenons Fequaiion 


hi 


L?- 


rX 




dt 


et supposons qu’on veuille proceder a la seconde approximation, 
P. - I. 


9 



CJIAPITKE V. 


i3o 

l^ur cela, il fauL suhsliLuer aux inconnues dans leurs Naleurs 
(Ic premiere approximation. Or, nous avons F, qiii est develop- 
pable sous la forme 

Kj = A OlC' cos { /.'i 1 . 1 ^2 1'2 ”i“ )) 

la constanle h elant d’ailleurs egaleazero on On en conclura 


r= — 'V A 311' /iTi sin ( /'i li 
d/.i ^ 


Ic^ X2 "f" h ). 


Dans ceLte espression, il faut substituer, a la place des incon- 
Hues L/, A/; les valeurs de premiere approximation 


[I ^ienl ainsi 

sln(v t h' 

V = /T] 7Zi — H Ic^ 

h'=z kill H- k^ll -H A, 


oil Ao est ce que devient A quand on y remplace L/ par L , et OXUq ce 
que devient 011 / quand on y remplace et 7^/ par et rj®. 

II vient ensulte par integration 

< 8 ) L/ = LJ 2 Ao t'Jll 0 ^ [ cos ( v ^ -f- A' ; — cos A' ] . 


On remarquera que dans la formule (8) figurent des termes 
p^riodlques, mais pas de termes s6culaires. Un terme seculaire 
en t pourrait, en effet, s’introduire dans le cas ou v serait nul, 
c'esl-a-dire dans le cas ou la formule (i) deviendrait illusoire et 
oil il faudrait recoiirir a la formule (3). 

Mais nous avons suppose que le rapport des moyens mouvements 

~ est incommensurable. Alors v ne peut s’annuler que si et 

s’annulenta la fois; mais alors A"/ est nul etle terme correspondant 
disparait. 

Done, si bun s’en dent a la deuxi^me approximation, la plupart 
du temps suffisante dans la pratique, les d^veloppements des L,‘ 
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(‘I, par consecjuent, ceux des grands axes proportionnels aux L; ne 
contiendront pas de lermes seculaires. Les grands axes executeroiil 
done seulement de petites oscillalions autour de leur valeur 
jnoyenne. C’est le theoreine de Lagrange sur I'invariahilite des 
grands axes, si important an point de vue de la stabilite du sys- 
tem e solaire. 

Nous avons vu, au n‘* 99, que, en deuxleme approximation, le 
developpement de ne peuL contenir de terme en que si celui 
de L/ contient des termes en t. II n’en contiendra done pas, si le 
rapport des moyens mouvements est incommensurable. C’est ce 
que nous avions annonce au n^ 99. 


106. Th^oreme sur le rang. — On pourrait craindre quo, dans 
certains termes, on ait m > a, e’est-a-dire que le rang de ces 
termes ne soit negatif. Je me propose done de demontrer b‘s tlieo- 
remes suivants : 


Dans les de^eloppements de q/, 'a/, oA/, L/ il rdy a pas de 
termes de rang negatif. J’ai dit Sa/ et non parce que dans X/ 
nous avons le terme nit qui est de rang negatif. 

2 *^ // ity a pas de terme seculaire mixtc de rang nuL Le 
rang de ces termes est toujours au moins egal a an. 

3^* Dans le developpement de L/, il n^y a pas de terme de 
rang nuL 


Ces theoremes sont vrais a la deuxieme approximation; en 
deuxieme approximation, en efiet, il n’y a que des termes Irigono- 
m^triques ou des termes en t] iln’y a done pas de terme seculaire 
mixte; les termes en ^ etant multiplies par p. sont de rang zero; et, 
en vertu du theoreine sur I’invariabilite des grands axes, il n’y a 
pas de terme en t dans les L/. 

Je dis maintenant que si les theoremes sont vrais en approxi- 
mation, ils le seront encore en [n + 

Reprenons, en effet, nos equations (5 bis) ou (i4) et (i5) du 
n° 97; et, en particulier, I’^quation (i5) 




d\i' 


Je vais developperFo deJafa^on suivante, suivantles puissances 



! r2 

dcs oLi*. 
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= FJ 4- Hi oLi -H /i2 oL 2H — ( Cii oL| -{- 1 Ci2 ol-'i SLa-f- C 22 ) 4- 


ou <l> represpiUe I’ensemble des terines de degre superieur a deux 
en oLi, S Lo- 
ll esL clair que FJj, ;? 2 ? C/>v sont des conslantes ne dependant 
que des L- ; j’ajoiiterai mtoe que Gi 2 =Coi=:o, a cause de la 
forme parliculiere de la fonction Fq qui est la somine d’une fonc~ 
Lion de L‘‘ el d\ine fonction de L!!, mais cette circonstance ne 
jouera aueun role dans les demonstrations qui vont suivre. On 
aura done 


r/L/ 


m ■ 


■ Yq^s-SL/,- 


zu- 


= Hi H- 


.20./ 




d9 

dUi' 


Nos (‘qualions cle\iennent aiors 


(y) 


j SX, = C,-*: r dtf I ^ dt. 


Dans les seconds membres de ces Equations, il faut remplacer 
les inconnues par leurs valeurs dc approximation; je dis 

qu’on obtiendra ainsi les valeurs de (n + i^eme approximation des 
oL/; oS/. oTif, B7.f. Pour les 3L/, 0 ^/ et St)/, je n’ai rien a aj outer I ce 
(jiii precede puisque je n’ai rien change aux trois premieres equa* 
lions; mais il est n^cessaire de revenir sur les S)./. 

Si nous remplacons les inconnues par leurs valeurs de 
a{)j>roximation, ou I’erreur est de Fordre de on commettra sur 
les derivees de F^ one erreur de Fordre de p", et par consequent 

^or jx y et sur p. jf / une erreur de Fordre de 

Il restc a ^tudier le terme 



La derivee ne contient que des termes d’ordre deux au moins 
par T'apport aux SL. Remarquons que les 8L sont divisibles par [x. 
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Or, soient y, :: Irois fonctions doiiL les developpenienls. 
siiivanL les puissances de p., soient divisibles par p. Soient x\ y\ z' 
des developpements ap|)roches de y, on le premier ternu? 
eiTon^ soit en [a", de telle sorte queles diflferencms .r — - y — J ' 

soient de Fordre de Je dis que les dillerences xy — x' y\ 
xyz — y seront di\ Isibles par c'est-a-dire qne, si dans 

les produits xy^ xyz on reinplace y, par [eurs developpe- 
inents approches x\ y\ 3 ', Ferreur commise est ileFordre de 
On a, en effet, 

xy — x'y x(y — y') -i-y'(x — x ' }. 
xy:; — x'y' = xy(z — 'Z') -i- xz' (y — y' ) -^-y' z' i x — x'j 

et, par hypolhcse, x — x^ ety — y^ sont divisibles par laudis 
que X ety^ sont divisibles par p. 

Le theoreine s’etendrait evidemmenl a fortiori a nn produit 
dmn nombre quelconque de facteurs. 

Si done dans un inonome entier par rap])ort aux oL, pourvK 
que ce monome soit dii second degre au moins^ nous subslituons 
aux oL leurs valeurs de approximation, 1 erreur commise sera 
de Fordre de p'^+^ . 

Or, ne contient que des ternies du second degre au moins 
cLLi 

par rapport aux oJj. Done Ferreur commise sur le ternie 



est de Fordre de p""^’ . c, iy r- n. 

Cela pose, j’observe que le produit de deux termes de rang 
positif sera une somme de termes de rang positif, que le produit 
de deux termes de rang positif on mil sera une somme de termes 
de rang positif ou nul. 

Si done dans une fonction developpable suivant les puissances 
des oL, 0 ;, oYi, oa on substitue a la place des SL, oq, otj, 57. des 
developpements ne contenant que des termes de rang positif (on 
bien positif ou nul), on obtiendra un d(5veloppement ne cOntenaiU 
que des termes de rang positif (ou l)ien positif ou nul). 

Si done on substitue aux SL, 3;, or|, S). leurs valeurs de 
approximation, qui, par lijpothese, ne conliennent pas de terme 



CIIAPITUE V. 


i34 

(ie rang negatif, on obticndra pour les derivees de F^ des develop- 
{x^uienls ou ne figureront que des termes de rang positif ou nul. 

En integrant par rapport a on pent diminuer le rang d’unc 
unite, parce que Papplicalion de la fonniile (3) pent introduire 
nil facte ur t. En revanche, en multi pliant par ijij on augmente le 
rang d’line unite. II resiilte de la que les expressions telles que 


( K> I 




dt 


ne contiendrontnon plus que des termes de rang positif ou nnl. 

Je dis de plus qu’elles ne pourront pas contenir de termes secu- 
laires inixtes de rang nul. En effet, les termes de rang nul de 
Fexpression (lo) correspondent a des termes de rang negatif dans 
rintegrale 



dt 


etcomme^ne contient que des termes de rang positif ou nul, 

rintegrale ne pourrait en contenir que par FefFet de Fapplication 
de la formula (3); or Fapplication de cette formule ne peut intro- 
duire que des termes seculaires purs. 

En resume, nous pouvons cFabord conclure qu’en (n -f- ap- 
proximation, 

8 $/, O'qi 


ne eontiemient que des termes de rang positif ou nul et pas de 
de termes seculaires mixtes de rang nul. 

Je dis ma intenant que 


ne {)ourra contenir de terme de rang nuJ. 
D’apres le n“ 100, on aura 


dPi 

dXi 


=2 Bare', 


oil OL' est un inonome entier par rapport aux SL, S?, Sy), SX et 
I’on doit j subslituer les valeurs de approximation de ces 
quantites. 
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()iianL k B, c’est une des clerivces parlicllps de ot Ton doit y 
snhstitiier aux inconnxies leiirs valeurs de premiere approximation 
r,o j:o yi) y <1 

'i/ 5 iiir ~ j,.. 

c/F 

Cette dmvee partielle de etaiit aussi niie derivee parlielle 
de sera, comme nous I’avons dil an n° 100. de la forme 

^ A cos t A'l A 1 / ^ Ao - h ) Dll . 


Mais ki ne pourra etre nul ; car les {ermes oti Jci serait nul dis- 
paraitraient quand on differenlierail par rapport, a A/ et, par con- 

^/F 

sequent, ne pourraient exister ni dans ■— ? ni dans ses derivees. 

Si, comme nous Tavons dit, nous snbslituons aiix inconnues 
leurs valeurs approchees, il arrive, comme au n'" 100, que ADFl se 
reduit a une conslante C et Ai -f- /r^Xs-i- h a v ^ 4- h! \ on a done 


B = (1 cos f V ^ -s- li! jj 

oil 

V = /tj i\\ -|- 

et, comme ki n'estpas nul, v ne pent pas etre nuL 

Cherchons si pent contenir des termes de rang mil. Le 
monome 511-' est le prodiiit d’un certain nombre de facteurs oL. 
oX, oq, 07 } ; et Ton obtiendra les termes de rang nul de eu 
reduisant chacun des facteurs du produit a ses lermes de rang nul. 

Si, en effet, nous prenions dans Tun des facteurs im terme de 
rang positif, comme ce terme devi’ait etre multiplie par d'autres 
termes provenant des autres facteurs etdontle rang serait positil 
ou nul, cela donnerait dans le produit iin terme de rang positif. 

Or, dans chacun des facteurs, les termes de rang nul sont secu- 
laires purs. De plus, le produit de plusieurs termes seculaires 
purs esL evidemment encore im terme seculaire pur. Done, dans 
le produit 5Tl', tous les termes de rang nul seront seculaires purs. 

Comme tous les termes de B contiennent un facteur trigono- 
metrique cos(v^ + A') ou v n’estpas nul, tous les termes de rang 
nul de B51I' seront periodiques ou seculaires mixtes. II en sera 
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(lone encore cle meme pour les termes de rang’ nul de 

dF, 

OU 

dli 

Pour inlegrer un terme perio(iique, ou seculaire mixte, il faut 
appliquer ia fornuile (i) ou la formule (2), ce qui ne diminue pas 
le rang. Done dans 


J 


dt 


11 n’y aura que des lermes de rang nul ou positif. En muUipliant 
par p, on augnientera le rang d’une unite. 

Done, dans il n’y a que des termes dont le rang est an 
moiiis egal a un. c. q. f. d. 

Ce resultat pent elre regai^de comine une generalisation du 
tlieoreme sur I’invariabilite des grands axes. 

Passons maintenanl a S)./ et a la quatrieme equation (9) ; dans le 
second membre de cetle equation, il y a trois termes que nous 
considererons successiveinenl. Commengons par le troisieme qni 
est de meme forme que les seconds membres des trois premieres 
equations (9). On verrait, comme pour ces trois premieres equa- 
tions, que ce terme ne ])eiU donner ni terme de rang negatif, ni 
lerme seculaire mixte de rang nul. 

Passons au second Lerme 



dt. 


D’abord ^ ne conlient que des termes du second degre au 

moins par rapport aux SL ; les oL ne contiennent que des termes 
de rang un au moins; un produit d’au moins deux facteurs SL ne 
pourra contenirque des termes de rang deux au moins. Par Pint^- 
gration, le rang pent diminuer d’une unit^, mais il reste au moins 
egal a i. Done pas de terme de rang negatif, ni de terme sdculaire 
mixte de rang nul. 

Passons au premier terme 




dFx 


dt. 


Nuu 


s avons 


YU que dans tous les lermes de rang nul sont 
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periodiques ou seculaires mixtes. Une double integration ne chan- 
gera pas leur rang puisqu’il faiidra appliquer les formules (i) 
ou (2); ce rang restera done nul el. quand on aura multipli<‘ 
par [A, il deviendra egal a i . 

Pour les autres termes, leur rang est au nioins egal a r. S’ils 
sont periodiqnes ou seculaires mixles, la double integration ne 
changera pas leur rang et, apres multiplication par u. ce rang 
sera au moins egal a 2 , S’ils sont seculaires purs, la double inte- 
gration diminuera le rang de 2 et la multiplication par u Faug- 
iiientera de i, de sorte que finalement ce rang sera au moins egal 
a o. Tls resteront d’ailleurs seculaires purs. 

Ainsi, pas de terme de rang negatif, j)as de terme seculaire 
mixte de rang nul. 

Done la valeur de (/^ - 4 - approximation de oX/ ne contieiit 
nl terme de rang negatif, ni terme de rang seculaire mixte de rang 
uuL c. Q. F. D. 



CHIPITRE VI. 

TR\NSFOR\IATIONS DIVERSES DES DEVELOPPEMENTS. 


107. Xiemnaes divers. — Pour aller plus loin, je vais m’appuyer 
sur une .serie de lemmes qui, an premier abord, paraitront presque 
evidents, mais sur lesquels pourtant ils est necessaire de donner 
qiielques explications, parce qiie j’en ferai un frequent usage. 

Soil 

o( t) = cosv/ sinv^ 

une soinme de lermes trigonomdtriques, Je supposerai d’abord 
qne ic nombre des termes est fini. 

Jc dis que, si f{t) est mil pour toutes les valeurs de tous 
les coefficients A B sont mils. 

Je suppose jjien entendu que tous les termes semblables (c’est- 
a-dire ceux qui contiennent un meme facteur cosvZ ou sinv^) ont 
etc 1 ‘eunis en un seul. 

Suit en efiet A/'cosv^^ Fun des termes du second membre. On 
aura 



Jl va sans dire que, sous le premier signe on doit prendre 
tous les termes, sauf celui oii v = v^ 
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A’ 

Faisons main tenant croitre L indefiniment; le premier terme 

est constant, les autres tendent vers zero, car on a ^ au denomi- 
nateiir et Ton a au numerateiir des lignes trigonometriques qui 
restent finies. Done 


./ 

lim - / t) (It — 


A_' 

a 


et si — o, on aura 


A' ~ o. 


Ainsi tous les A sont iiuls, et Ton demonlrerait de meme que 
tous les B sont nuls* 

Je suppose que 

V k'l Jl\ 

et tu etant incommensurables entre eiix, Aq et A*o etant des 
entiers. 

Introduisons deux variables independantes uq et (Vo et posons 

J , (P2 j = ^ A CO /m U’i kt (P2 ) ^ ^ 

Quand on fera u'l = ti^ t, = n<>t^ on verra Aq ppq -f- Aq iVn se 
reduire a vt et a ?(^)* On a done 

f(7ii q 7itt) ™ 'i( /). 

Si nous supposoiis comme plus haiit que 'f{t) esc mil pour 
Louies les valeurs de A, les coefficients A B seront tous mils 
et par consequent U’o) ^era identiqiiement mille. 

On pent egalement conclure que, si ep^o) ^st une fonction 

quelconque de la forme que nous venons d’envisager , et si 
/(7^^ t^ n^t) = o,/(uq, (V2) sera identiquement nul; mais ici il est 
necessaire de supposer que Ui et tu sont incommensurables entre 
eux, sans quoi deux termes distincts de pourraient 

donner dans/(/i4 n^t) deux termes contenant un meme facteur 
cosv^ et qui pourraient se detruire mutuellement. 

J’ai suppose jusqu’a present que le nombre des termes ^tait fini ; 
il serait aise d’^tendre le resultat a une serie convergente, pourvu 
que la convergence soit absolue et uniforme. Mais les series de la 
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M(k‘aiii([uc celeste possedent-'Clles uiie seinblable convergence t 
jVou, engenerab elles ne convergent qiie si les termes sont groupcs 
el ordonnes d’uiie faeoii convenable. II serait done necessaire 
d'entrer dans une discussion approfondie des questions de conver- 
gence, ([uestions que je desire laisser de cote dans cet Ouvrage. 

Aiissi aborderai-je la question par une lout autre face. Je suppose 
que soil obtenu par une suite d’approximations successives : 
que le nombre des termes, fini a ebaque approximation, aille eii 
croissant dbuie approximation a la suivantc et croisse ainsi iiidefi- 
niment. Soient (^), ••• valeurs approchees 

obtenues successivement pour cp(/). Je suppose que 
<p 3 U), soient nulles pour toiites les valeurs de b de sorte 

qu’a chaque approximation^ salisfasse a la condition d’etre 
identiquement nulle. Alors il est clair que Lous les coefficients de 
de de ••• -^eront mils et par consequent 

aussi ceux de Le lemme est done vrai a quelque approxima- 
tion quo je m’arrete. 

Voila dans quelles conditions nous appliquerons notre lemme a 
nos series; sieneffetledeveloppementde contienl un nombre 
infini de termes, il est evident que, dans la pratique, on ne prendra 
qu’un nombre fini de ces termes, de sorte que les developpements 
qu’on en deduira n’auront non plus qu’im nombre fini de termes. 
Plus on prendra de termes dans nF,, plus on en aura dans les 
aulres developpements, et plus seront exactes les valeurs que Ton 
obliendra pour les elements caiioniques et les coordonnees. 11 
nous suffit que noire lemme soit applicable a chaque approxima- 
tion. G^est cette circonstance qui nous permettra d’appliquer nos 
lemmes aux series de la Mecanique celeste. En resume, nous pour- 
rons les appliquer parce que nous pourrons to uj ours supposer 
reduita un nombre fini de termes. 

Soit inaintenant 

=2 A/"*cosv^ sinvf 

line suite de termes. Je suppose ((ue I'exposant entier m ne depasse 
pas une cerlaine valeur. 

Je dis encore que, si o[t) est mil quel que soit t, tons les 
termes sont nuls. 
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Soil en effel p la plus grande valeur de rex|)Osanl m. je dis que 
tous les Lermes en sent mils. Car, si 

A'//' COS'// 

osL I’liii de ces Lermes, on Toil coinnic LoiiL a I'lieure ((ue, pom* 
/rrreo, 

I 

lini / o(/)cosvV//= 

Jo * p~i) 

Done A' est nul si o(t)= o. 

II n’y a done pas de terme en tP; el comme maintenant la plus 
grande valeur possible de Pexposant est p — i , on demonlrera do 
la meme maniere qu’ll n'ya pas de lerme en tP~^, et ainsi desiiile. 
Supposons 

V — /’ j 71 1 / 2 /I 2 

■et posons 

/< (Pg ) COSl'A'i H’l -r- /i’2«’2) Sill( A’l Wf -f- «’2 )? 

•de sorte qiie 

/{/, np, iiiD = 'f (/j. 

Si o{t) est mil quel que soit tous les coefficients seront 
mils et /(t, (Vi, (To) sera nul quels que soient t et les (v. 

Soit maintenant 

o ( ;x, t ) — 2 A ;JL^ cos V / -h 1^ sin v /. 


Je suppose que Texposant m ne puisse depasser a, e’est-a-dire, 
pour employer le langage des numeros precedents, qu'il n’y ait 
pas de terme de rang negatif. Jc supposerai d'ailleurs que f (p-, 0 
contient un nombre infini de termes; mais qu’il n'y en ait qu’uii 
nombre contenant en facteur une meme puissance de p.; de telle 
facon que le coefficient de se compose d'un nombre fini de 
vtermes. 

Je pose de meme 

/(jjL, T. Wi) =^A cos(/iitPi-i- /.'aW’s) 





sin (/I’l iVf -H- ^2 ). 
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Si ( |Ji, l) esl nul qaels quc soienl p. et t, le coefficienL de 
(levra etre nul quel que soil t; dans ce coefficient, Fexposant m 
est liinite puisqiFil ne peuL depasser a; nous pouvons done appli- 
quer Ic ternie precedent et conclure qtie/([A, est nul 

quels que soient p, t, iVi et (P:>. Je pourrais dire aussi^ mais pourvu 

que ~ soil incommejisurablej qif uiie fonction de la forme prece- 

(lent(‘ 

est idiuitiquement nulle si 

/( JX, t, o. 


108. Transformation des d^veloppements. — Nous avons trouve 
au n*’ 102 pour les elements canoniques des d^veloppements de la 
forme 

^ (jt.“ A cos ( V ^ -h h ) Mo, 


ou 


ni V = Xti « 1 -r- A'o ru- 


Considerons Fun quelconque des elements canoniques, par 
exeinple L/, el soil 

Li = 2 /I* A cos (v h ) Mo, 

el soil ensuite 

( ID 2 COS ( ki W I -r- ^2 -h A ) Mq 


ane fonction de trois variables 11 est claIr que, si Fou 

fail 

T = /, = ii^ = /l2 

ki Wi 4- W ‘2 se reduira a v ^ et L]" a L^. On aura done 

Tilt) ~ 

On definirait de meme ok]. 

Je dis OA^* et non k]^ a cause du terme en iiit qui figure dans ki\ 
on doit, en effet, prendre non pas 

Xi =: /2|*t -4- X/ “H $Xi y 
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iiiais bien 


jJj -f- oXj 


On voit, de plus, que 


(IL^ dL*- di; 

i“ Ai r 11% -7 

dz dwi d^Vi 


se reduit u 


7 = Z, Wi — /tiL n%t. 


II est clair que les derivees de ViJ, jouissent de la lueme 
propriete. 

Soil F*' ce que devienl F, quand 011 y reiuplace L/, X/, c/, v,i par 
L^- j qj, 7 ]^. Si alors dans la deri\ee partielle 

dl^ 

d^ 

on remplace LJ, -r^ par L/, A/, '/)/, cette dcrivoe se re- 

duira a 

d¥ 

dh' 

d¥^ 

Si, dans nous remplagons les \ariables L^-, ... par leur de- 




\eloppement (1 1), on obtiendra pour un developpement de 
meme forme : 

( X I bis ) ^ X“ A'':'" cos ( k 1 Wi -h k% -h h' ) ^11 y , 

Si, dans ce developpement (ii bis)^ on remplace t, tv,, par 

/, Tii Z, c’est comme si Ton remplacait LJ, . . ., par L/, . . . : el 

dF* dF , 

-Kxr se reduira a -jr-; nous aurons done 
dlf dki ^ 

^ ^ cos (vZ H- h') J . 

Envisageons Tequation 

(1^) 

Le premier membre de cette equation est di^veloppable sous la 


dL*i 

d-z 


d\A dVj , dF\ ^ 

dwi dw2 dki 
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A cos ( /Ci IX^i ~r~ X .'2 “T~ 0 5 

dF* 

puisqiril on esL ainsi de LJ, de ses demees el de Pour 

- = Zj iVi — iiit, iv.2=n^t, 

<‘o j)remier membre se red nil n 

dLf dF 
(It d\i 

il est done mil, en \erLu de Tequation (5) du n*^ 79. 

Done, en vertu des leinmes du n'‘ 107, il sera identiquement mil, 
quels que soientr, et 

On demontrerait do meioc les oquallons 


{ ]2 bis) 


Si, luaintenant, nous posons 

i. ~ Z “T“ Cj = /l| t -}— £|, (^^2 ~ /l‘Z f S^j 

<■*, et £2 etant des constanles quelconques, nous aurons encore 

^ _ (IL; di: , d\4 

(it dz 

Tequalion ( 12 ) deviendra 

dL) __ ^ 
di " 

ou, en supprimant les astdriques devenues inutiles, 





Tlz 


dF* 

dr. 

Yli 

diX'i 

dW2 

'■ d-nt ~ 

cn.\ 

( ij . 

cCk) 

— *' „{ . 

n ^ 

dl} 


d-. 

-1— /4j 

r/u’i 


dxV2 

dLf 

d-r\*i 




dr^^ 

dF* 

dz 

-h Til 

dwi 


dw^ 

d\*i - 


Les Equations (12 his) nous donneront de 

_ _ £F ^ d' 

dr^i^ dt “ ~d 

Ce sont ia les equations (5) du n^ 79. 


di\i _ dF 
dt d^i 
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vVinsi done, si nos de<^eloppemenls (i i ) sat is font aiix equations 
da niouvementj dest-d-dire aux equations {fy ) da id 79, quand 
on y J ait 

Wy ~ Tly t, W-y = H-i 

Us y satisferont encore quand on y fera 

'Z = ^ -h C, Wy=z Tlyt ty, = 712 ^ "T* ^2 , 

qaelles que soient les valeurs des constantes c et z. 

Comment avions-nous le droit d’appliquer noire lemme comme 
nous I’avons fait? II est vrai que F contieiit line infinite de lermes, 
mais, dans la pratique, nous men prendrons jamais qu'iin nombre 
iini. Plus nous voudrons d’exactitude, plus nous en prendrons. 
mais nous n’en aurons jamais qu'un nombre fini ; nous pouvons 
done raisonner comme si F ne conlenait qu’iin nombre fini de 
lermes; nous obtiendrons alors pour les JL*, .... des developpe- 
inents de la forme (i i ) ; seulement, dans ces developpements, le 
coefficient de p.® ne contlendra qu’un nombre fini de lermes, ce 
qui est, comme nous I’avons vu, la condition pour que le troisieme 
lemme du id 107 soil applicable dans F (vide infra id 130). 


109. D’ailleurs, les equations ( 12 ) et (12 bis ) peu\ent se de- 
montrer sans le secours des lemmes du 107. Je dis que Ton 
pourra trouver pour les inconnues 

L/, ih 


des developpements de la forme (ii) qui satisfassent aux equa- 
tions ( 12 ) et (12 bis) et qui se reduisent a 


pour 


■> ' 


z = «’i = = O. 


Nous aurons, en effel, en premiere approximation, e’est-a-dire 
en negligeant p. et en rediusant F a Fq. 




Supposons que nous ayons oblenu pour nos inconnues des va- 
leurs de approximation, ou I’erreur soil de I’ordre de p." ; 


P. — I. 


10 
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coramonL ol)lien(irons-iioiis des valeurs ou I’erreur soil de 1 ordre 
(l<! a"+‘ 

I 

Dans les dmvees de F\ dans requatioii (12), ainsl que dans la 
premiere eL la derniere equation (12 bis)j siibstiluons a la place 
des inconnues leurs valeurs de approximation. Apres cette 

Mibstitution, ces derivees de F* sont deveioppees sous la forme (i i), 
<Ie sorle que I'equation (12), par exemple, s’ecril 

el Ton en tire aisement la valeur de h ] ; on Irouve 

A chaque terme du second membre de (i 3 ) correspond dans 
{\\) an terme que je designe pour abreger par C el dont voici la 
valeur : 

1*’ A iin terme 

Bz'f^ 


dans (id) correspondra dans (i 4 ) uii terme 

C = 

2” Au terme 


m H- 1 


B cos ( A't ivi -h /t 2 -t- h ) 


correspondra 


^ ^ sin (^i«^i-hX: 2W2+ ^0~sin/i 

L. — 1^0 = z j — — . 

A'l /Ij ■+* iCi 7lo 


Au terme 


correspondn 


Bt cos ( /Ci il'i /C2 tVj h'j 


^ sin {k\ (Ci~H /Q ^ g cos ( Wi h) — cos h 

A'lnt-h/rjWs (/'i -+* A: 2 ^ 2 )^ 

4*^ Plus generalement, soil C/7^1e terme de (i4) qui correspond a 

B*:"^ cos (A'l Wi -h A'g -i- h ), 
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ile sorte cjue 


clC 


r7C 

. ‘ ^^2 “ 7 — — COS (/Ci -I- /C-y IV y It ) 

CVZ CliVi ctiV’2 


dC, 


et cjiie Cffi = o pour t = u'j = = <>. 

On aura la forinule de recurrence 
_ p B sin ( Ii'i wi -h A'o + It ) 

( 1 0 j Lifii — 


ttt — ’ 


/l 1 /i| -j- /r 2 ^^2 A' ^ Hi -j- /i‘i /I'l dli 

Si, en effel, nous posons pour abrej^er 

/i I Wi -f- /'2 t^’2 " /i = 9’ ^^1 1 ^ 2 ^^2 ~ 


eL 


il viendra 


d d d 


AG/,j = AC/«_i = cos 9 

et, en differentlant ceLte dei'iiiere par rap])oii a /^, 

dll 

D’allleurs 

A(B'r'^^ sin 9} = v C0S9 -4- 5109 

e‘t, par consequenU 


'B':''*sin9 ni 

V ‘ V dh 


^ COSO. 


11 reste a demontrer que rexpression 
s'anniile pour 


B-r^^sino m dCm-i 
^ ^ T '~df~ 


t = «’i == «’2= O. 


En efFet, le premier terme s’amiule parce qiril contient (ui 
facteur; d’autre part, Cm^i s’annule par deflnilion et celaquel que 

soil A; il en est done de meme de du second Lerme, 

La formule (i5) est done demonlrce el elle nous permetlra de 
calculer Cm^ puisque nous avons plus haul calcule Cq. Celle for- 
mule pent remplacer la formule ( 2 ) du n^ 9.8* 
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Nous pom oils done calculer LJ eii partant de I equation ( 12 ) 
(on traiterait de ineine la premiere et la derniere equation (i 2 bis). 
On demontrerait comme an 9o que I'erreur commise sur ces 
noinelles valeursdc + approximation des inconmies L*, 

est de I'ordre de 

Prenons ensuite la seconde equation (12 bis); substituons-y, 
dans la deri\ee de F^ a la place des L/, 'n}, leurs valeiirs de 

approximation que nous venons de trouver et, a la place 
des 1}, leurs \aleurs de approximation. 

Traitons ensuite Pequation comme nous avons fait pour inequa- 
tion (i3). Nous verrions, comme au n"* 9o, que la valeur de X* ainsi 
obtenue est exactc aux termes pres de I’ordre de 

Nous obliendrons done par approximations successives des deve- 
loppemenls de nos inconnues, qui seront de la forme (i i), satis- 
ferontaux equations ( 12 ) et (12 bis) el se reduiront a E9, ^f\h 

pour T = tv, = evo = o. 

Remplacons-y T par tv, et (Vo par et n^t; nous aurons 
des developpements qui satisferont aux equations (5) du n^’ 79; 
quand on y fera ^ = 0 (ce qui re\ient a faire (Vi= (Vo=: o), 
ces developpements se reduiront bien a ; ils sont done 

identiqiies a ceux que nous axons trouves au 100. 

Nous voyons done que si, dans les developpements du n° 100, 
on substilue A*, tv, /atvo a la place de quand le temps est 
sous Ic signe cos et x a la place de t quand t est en dehors du 
signe cos, on obtiendra des developpements de la forme (ii) qui 
satisferont aux equations ( 12 ) et (12 bis), c. q, r. n. 

On aura done obtenu les resultats du 108 sans se servir des 
leinmes du 107. J’ai era cependanl devoir indiquer la premiere 
niarche, non seulement parce que ces lemmes me seront encore 
utiles plus tard, mais surtout parce que Ton voit mieux ainsi com- 
ment on pent ^tre conduit par une suite natiirelle d’idees au theo- 
reme du n'' 108. 

110. Comparaison des developpements. — Nous avons obt^enu 
au 102 des developpements de la forme 

2 p.otA011Lo^^cos(v^-t- h) 
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qui dependent de 12 conslantes d’integratlon, a savoir les deux 
L^- , les deux les quatre qf et les quatre 
Nous avoiis obtenu aux 108 et 109 d'aiitres developpemeiils 
de la forme 


cos (/ciWi-hA'o 

ou Ton doit faire 

'T =: ^ -f- C, «V = ;2/t-h t/, 

c, £, et £2 etant Irois constantes d’inlegration. 

Ces developpements nouveaux contlennent trois constantes arbi- 
traires d’integration de plus que les precedents. Comme nos 
equations differentielles forment iin systeme du douzieme ordre. 
trois de ces quinze constantes ne sont pas reellement distincles des 
douze aiitres; nous \errons plus tard le parti que I’on pout tirerde 
cette remarque. 

Nous pourrions done sans restreindre la generalile supposer 
c = 0 . II est a remarquer que si Ton adopte le developpemcnt (i i b 
les constantes r/J n'ont plus la ineme signification que dans 

le developpeinent priinilif. 

En effetj pour ^ = 0 , il n’ arrive plus que 

se rediiisent a 

L?. s,-4-X?. 

Cela n’arriverait que si Ton supposait c = Sj = £2 = o, parce que 
Ton retoinberait alors siir le developpeinent primilif. Seulemenl 
les differences entre L^- et la valeur initiale de L/, par exemple, 
sont de Fordre de jji. 

En raisonnant comme au n” 69, on ^errail que Ton pent passer 
du developpeinent ( 1 1 ) a un autre de la forme 

OU Ton a, d’ailleurs, 

(mod 2 ), ^qi^\piV 

On verrait, d’ailleurs, comme au n® 103, que les coordonndes 
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li(‘li()C‘r*iilriques [)eii\€nl (‘^alpnu'nl s(? (Irvelopper soil sous lu 
lornio n I ) soil sous la foniio ( i(>). 


III. Symetrie. — Supposons qu<‘ nous coniparions deux sjs- 
l(MUPs do Lrois corps A Ji, G el V,, C| ; dans les deux sjslemes 
Ic^ masses seront les luernes. A rorigine du tem])$, Ics deux Irian- 
ABC el \iB,C| sonl symetriques par rapport au plan des 
les vilesses iniliales des points A^, Bi, C, sont egales el 
dlrectemenl opposees a lrois \ecceurs qul sont symetriques (par 
ra))porl a ce nieine plan ) des lrois vecteurs qiii representenl les 
\ ilesses iniliales des poinls A, B, C. 

Dans ces condilionSj il est clairque la position du iriangle ABC 
ail temps t sera symelrique de celle dii iriangle A,B^C^ au temps 
— ^ 

Bour passer de la situation du sysleme ABC au temps t a cclle 
du systeme A,BiC, au lemps — il siiffil de changer 

( 17 I oc\^ x<j, L/, A/, \i, p/, to/ 


en 


(iS) < 1 . j ^ a. 2 5 *^3 5 L/, A/, 5 /, /j/j p/, 

Si done nous cliangeons 

TO )0 to 7.0 ^0 .jO f 

^ 

)<' io 50 ...0 A 

* ’ '/I '»/ 1 ‘ill i''/ ? 


en 


l(‘s quantiles (i-j) de\ront se changer dans les quantiles (18). 
Prenons done le developpement (iG) el supposons 

C =z Z^=z\j Z= — xj — 0 , 

el ehangeons-y t en — en — w? et par constkjuenl t en — t, 
iVi en — {Vi. 

Changeons en definitive le signe de t et ceux des {v et des toA 
la*s quanlites (i 5 ) devront on ne pas changer, on bien changer de 
sigm*; leurs developpemenls conliendront done, on bien rien que 
des cosinus, ou bien rien que des sinus. C'est-a-dire que la con- 

slante h devra ^tre toujours egale a 0, ou a — 
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Elle sera egale a o, si m est pair et a — si m e>{ impair 
dans les developpements de 

^1? ■Cij 

et a — - si m est pair et a o, si m est impair dans les deve- 
loppements de 

Si, ail lieu de la forme (i()), nous adoptons la forme ( 1 1 ), la 
constante h sera encore ei<-ale a o, oii a — - • 

^ ‘i 

Elle sera egale a rune ou a Faulre de ces quantiles, suivani 
celle des Inconniies (ij) qidil s’agit de developper, suivant la 
parite de I’exposant de et celle des exposants des dans le 
monome OTLq {cf. n"^ 86). On remarquera que le resultat prece- 
dent suppose que les sont mils; nous pouvons faire cette lijpo- 
these sans restreindre la generalite puisque avec nos trois constantes 
nouvelles c, Si, So nous avons encore line constante de Irop, memt‘ 
avec Fhypotliesc 

AO = AO = o. 

112. Faisons maintenant toiirner tout le sysleme d'lin angl(‘ s 

aiitour de Faxe des nos formules, independantes du choix des 
axes, devront conserver leur valeur. Or, cela revienta changer /o 
A® en )../+£, et en co® — e, Dans ces conditions L/, x\^ 

(et ne changeront pas, X/ se changera en Xj-f- s. 

x\ et x,^ se changeront en x\ coss — x[y sin s et sins -f- x\, cos c ; 
x,^ et X. siibiront line transformation analogue; \i et r\i se change- 
ront en ;/cos£ -i-r^/sins et — sins + ti/coss. 

Dans ces conditions, voici quelle semhlerait etre la generali- 
sation naturelle des iheoremes n‘'* 70 et 87 : supposons qu’on ait 
developpe, par exemple, sous la forme (i6); il semhlerait que 
Fon dut a\oir 

Sous cette forme, le theorenie serait faux. 

113. Mais nous pouvons transformer nos developpemenls de la 
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facoii suivante. D’abord dans les developpemenls (i6) figurenl 
deux constantes A et h qiii dependent non seulement des mais 
encore des A®. 11 est clair que nos inconnues soiit des fonctions 
]>eriodiques des A®, et qu’il en est de meme de A cos A et A sinA. 
Car qiiand on augmente les e’est-a-dire les valeurs initiales des 
longitudes A/, de multiples de 27:, nos inconnues oL*, o?*, S aJ 
ne doi vent pas changer. Done Acos/t et Asin// peuvent se deve- 
lopper suivant les sinus et les cosinus des multiples des A®, de sorte 
que nos developpements (16) prendront la forme 

/16 bis) I 

Aq et /iq ne dependant plus cette fois que des L^- . J’ajouterai que, 

d’apres le n^ HI, /iq est une constante numerique multiple de 

II nj a aucune raison pour que les ki= A'*'-. Mais nous voyons 
que I’on aura 

dans les developpements de et de o')*- et 

dans ceux de et o*/iJ. Et, en effet, si Eon change les valeurs ini- 
tiales et oj^ en A® -h £, X® — e, on vient de voir que ne 
change pas, que X; se change en X; -h e, et 'oj en cos £ + r,- sin s 
et — sins -h vij cose (c/. n° 70 ). 

Dans les developpements (16 dis), nous avons pris pour con- 
stantes arbitraires les valeurs initiales L/, X?, et 7]^ de nos in- 
connues. Mais nous pourrions faire im autre choix. 

Supposons que, dans les developpements (16 dis)^ on supprime 
Ions les termes qui dependent de t ou des (p, et qu’on ne conserve 
que les termes constants. Soil Lj ce qui restera du d^veloppement 
de L- apres cette suppression; alors LI ne sera autre chose que 
I’integrale 

I 
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pour T = o ; ce sera en quelque sorle la \aleur movenne de LJ pour 
T = o. 

On defmira dc meme quant a a] ce sera de meme ce 

qui resLe du developpemenL de apres celte suppression, de sorte 
que 

j . 27 : 


pour T “ o. 

On voit que LI, A^l, sont des Ibnclions des anciennes con- 

stantes A®, ’r\^- et du parainetre pi. Elies sont developpables 

suivant les puissances de pi et, pour pi= o, on a simplement 


L/ = LJ, 


) 1 — ) 0 — Jo 




0 

i ■ 


Quant aux differences LI — L^^, 1 - — a]?, elle^ 

sont developpables suivant les puissances des cf et des etperio- 
diques parrapport aux A^- . Cela resulle immediatement de la forme 
des developpements (i i), (i6) et (i6 l?is), 

Soient done 


(ig) L!= 
ouJJI^ est mis pour abreger pour le produit 

Ce developpement (ig) se deduit, comme je I’ai dit, du de\eIop- 
pement (i6 l^is) en supprimant tons les termes dependant des ir 
on de c. Nous pourrions ecrire aussi 

(19 dis) (x^AoDltoCOs XJ -h 

en partant des developpements (i i). 

Nous aurons d’ailleurs d’aulres equations (19 6 is) de meme 
forme pour definir 1 - , , 7)1/ 

De ces equations (19 bis) nous pouvons inversement tirer les 
L?, If, rif en fonction des L!, If, ij, vi^. Alors L“, If, 

71? seraient developpables suivant les puissances de [x el pour p. = o 
se r^duiraient respectivenient a Lf, Xj, ^J, r,-. De plus les difle- 
rences L? — LI, If — If, 'll® — seraient developpables 
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siiivanL les puissances des qj et des et periodiqaes par rapport 
aux Nous poiirrioiis done eenre 

( .0) v; = L! +2 arc', cos 

Oil V, et hi dependent seulemeiit des Lj et ou est iin nionome 
entier par rapport aiix et aux T^■; on aiirait des de\ eloppements 
aiialoj^’iies pour aJ*, 

Re[)renons done les developpements (i i) et substitiions-y a la 
place des a“, vjj* leiirs \aleurs ( 20 ). II est clair que oL^*, 
oaJ, oqj, or*, seront developpables suivant les puissances de jji, 
de T, des q-, des et periodiques par rapport aux (v et aux A^^ ; 
nous aurons done 

(‘ii) L* = Aij 

(Ml et hi d(5pendeiit seuiement des Lj et ou est un monome 
entier par rapport aux et aux ti}. On aurait d’ailleurs d’aulres 
d(‘veloppements de inenie forme pour t]*, avec cette diffe- 

rence que dans Ic developpement de aJ, la partie independante de 
p. serait aJ et non pas simplement Aj. 

Si nous posons 

ii = \/‘2pj COS cot, = /ipi sinw/, 

b; developpement (2 i)j d'apres le raisonnement du n*^ 69, prendra la 
forme 


l; = L t + X A, ( p} )?. (p > )?.(pj )1, 

(22) 

I ^ (pi cos A‘j- Xj -t- hi'^ , 

oil nous aurons toujours les memes relations entre les entlers 
p n ay. 

Les de9 eloppements ( 21 ) different done des developpements 
( 22 ) en que I on a pris pour constantes integration non pas 
les valeiirs imtiules^ mats les valeurs moyennes des inconnues, 

114. Comment aiirait-on pu parvenir directement aux dev elop- 
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pements ( 21 )? II aiirail suffi de prendre l(‘s equations ( 12 ) el 
( 19 . bis), ainsi qiie les equations fi'i') qul s'en deduisent. et d'eii 
poursui\rc I'integratlon par les precedes dii n” 109 mais civec unc 
clijjercnce, „Vu lieu de prendre 


sin( /-i (ej-* - / h } — ?in// 

•* -j ^ — 7 3 

/i 1 111 4- a*2 n-i 


nous prendrons 


<;,= B 


sin ( Jz\ cT'i 4— /.*2 (e-2 4 " h ) 


et nous conserverons d’ailleux's Ja relation de recurrence ( 10 ). 

Nous satisferons ainsi encore a nos equations; inais nous n'au- 
rons plus Co=: o, 0,,^= o, ni par consequent 


j)Our 


L/ = 


t M 

— - 5/7 


\ 


0 

I } 


^ = (Vj = <r2 = 0 . 


Nous ne satisferons done plus aux conditions initiales que nous 
nous etions imposees au n° 109. 

En revanche, on voit que les argiiinenls des sin et des cos dans 
Coi C/; 2 , . . . seront les ineines que dans les seconds membres de 
nos equations, tandis qu'avec la facon de proceder dii n“ 109, iioun 
introduisions a chaque integration des arguments nouveaux, 
puisqiie nous introduisions des terines cn sinA ou A poiirrail 
dependre des 0 ^”. 

D’ailleurs la valeur inovenne de Co, el par consequent celb^ 
de serai t nulle. 

Ou Lien encore revenons-en aux equations canoniques (5) 
du 11 ° 79; nous en tirerons par exemple 






dFf 


dt. 


et Ton devra, pour avoir la valeur de approximation de 5L/, 
reinplacer les inconnues dans les seconds membres par leurs 
valeurs de (/z — approximation. Les divers terines de la quan- 
tile sous le signe ^ prendront alors la forme 

A costv/ 4- A.), 


et nous avons vu au n"* 98 que I'integrale indefinie de cetle 
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ex])ressi*on se compose cle ?n + i tcmies de la forme 
cos 

BtP . (V/H-A) (prrzl o m). 

\ cette integrale indefinie, 11 convicnt d’ajoiiter une constante 
d’integration. Jusqu’a present nous avons choisi cette constante de 
tellc facon que 5 L/ s’annule avec t] en d’aiitres termes nous avons 
toujours integre entre les limites zero et t, C’est ainsi que nous 
soinmes arrives aux developpenients (i i). 

Si au contraire nous prciions toujours la constante egale a zero, 
(fest la valeur moyenne de 5 L/ qui sera nulle et nous retomberons 
sur les developpements (21) ; nous prendrions en premiere approxi- 
mation 

L/=L^, 

II est clair que pj et o)! deiinis comme nous venons de le faire, 
ne representent nullement les valeurs moj^ennes de pi et de to/. 

llo. J’observerai en passant que si Ton avait pris d’autres con- 
stantes d'integration (que j^appellerai aussi pour un instant L'., 

lit‘es aux valeurs initiales L?, et rj par des relations 
de la forme (19), (19 dis) ou (20), lout ce que nous avons dit 
jusqu’ici subsisterait et nous serions encore retoinbes sur des deve- 
loppements de la forme (21) ou (22), 

On aurait pu, parexeinpJe, faire ce choix de facon que pj ettoj 
representent les valeurs mojennes de p/ et de to/, mais cela n’a pas 
d’interet j)oiir ce qui va suivre. 

H6. Mais les developpements (21) et (22) formes au n® H 3 
jouissent de proprietds particulieres, bien dignes d’attirer Tatteii- 
tion. Nos equations (12) et (12 dis) ne changent pas quand on 
change 07 en (et d’ailleurs nous savons que nos developpe- 

ments satisfont aux equations du niouveinent, aussi bien si Ton j 
fait c = (v/= ml -I- £/ que si Ton y fait if, n7*= mt), 

Quand on change en (Vi-j-s/ dans les developpements (21) 
les developpements ne devront pas cesser de satisfaire aux equa- 
tions (12) et (12 bisy, mais que deviendront les valeurs moyennes 

7 ? Les trois premieres ne changeront pas, la derniere 

dcviendra Xt + e/. 
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Nos developpements ne changeront done pas quand on changera 
a la fois iVi en £/ el V- en \] — £/. Cela \eut dire que Wi et V- 
n’y figureront que par la combinaison e’est-a-dire que 

Supposons malnlenant, comme au debut du I12j que I’on fasse 
tourner tout le systeme d’un angle s autour de I'axe des Hors 
pI changeront pas, X/ et IJ se cliangeront en 
a] - he, wj en wj — £, etTi^ en l/cosc - 4 - 71 / sin £ et — ;/siii£-hA/cos£. 

Les forniules devront subsisler puisqidelles sont independantes 
du clioix des axes. Nous devons done conclure que, quand dans 
nos developpements ( 22 ) nous changerons 1- en Aj -h £ en menie 
temps que toj en coj — £, les inconnues 

l^/> 

se changeront en 

L/) 1/ coss -T- sin 5 , — ;/ sins -H cos s. 

Si nous nous reportons a ce qui a ete dit aux n®** 70 et87, nous 
verrons que cela signifie que 

dans les developpements des L et des A et 

dans ceux des q et des r^i (nous pouvons d’ailleurs toujours supposer 
que dans cette egalite le dernier membre est - 4 - 1 , car s’il etait — i 
nous n’aurions qu’a changer le signe de Pargument du cosinus, ce 
qui ne change pas la valeur du cosinus). 

On aurait pu obtenir les resiiltats precedents dhine autre mu- 
niere. Au n® 114 nous avons vu comment on pent former les deve- 
loppements ( 22 ) directement par approximations successives. On 
aurait pu alors demontrer nos resultats par recurrence en v^rifiant 
que, s’ils sont vrais dans la (n — approximation, ils le sont 
encore dans la 

117. J’ai dit plus haut que dans la pratique on n’a pa^s a consi- 
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(lerer les lermes ou le petit diviseur 

V = k\1Z\ “T" /.'g 7^2 


(Correspond a des entiers et k-> tres g’rands; et c’csL grace a cette 
(‘Irconstanec que j’ai pu dire an ii*" 101 qu’il ii’elait presque jamais 
iieeessaire d’avoir egard a plusieurs petits divisears dilFerents. 

Je suis maintenant en mesure de jnstifier coinpletement cette 
assertion. Gelase verramieuxd’ailleurs siirle developpement (22). 
Dans ce devcloppement, en eflet, on a 

Si I k{ I et [ sont grands et si v elant im ])etil diviseur 
I A'l /Ij -f" X*2 7^2 j 


<‘st tres petit; coinme dans la pratique le rapport ne sera pas 
voisin de i , I ^ I sera egalemciit tres grand et il en sera de inline 


<le 2/) . 


Or le degr^ du terme envisage est 




p ■ 


Ce degre est done tres grand et e’est ce qui fait que le terme esl 
iiegligeable. 

Revenons maintenant au developpement (j6). On devra retomber 
sur ce developpement en partant dii developpement (22) et en j 
remplacant LI , Xj , , tj ! parleiirs valeurs (19). Or ces valeurs (19) 

sont d^veloppables suivant les puissances entieres positives des pj- 
(jiii sont des qnantit^s du second degre. Dans les developpe- 
ments (19) nous aurons done des termes de degre zero et des 
lermes de degr^ positif. 

Nous retomberons ainsi sur le developpement (ib) dont chaque 
terme proviendra d’un des Lermes de (21); si Ton fait attention a 
la maniere dont il a ete obtenu, on voit qu'il sera de degr^ au 
moins aussi grand que le terme de (21) d’ou il provient. Or le 
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Lenne general de (id) 

cos k (P -4-^ /-'/.I pin' H- h„ j 

proAient d’un terme de (iii) eii done an niolns de 

degre j 2 blen qu'on n’ait plus ici 

2 ^-2^=0, 


118 . Si Ton change le triangle ABC eii un autre triangle svme- 
irique du premier par rapport au plan des XiX2^ on ne cessera pas 
de satisfaire .aux equations du mou\ement, c'cst la une conse- 
quence de la symetrie de la fonctioii F demontree an n"^ 88. 

Or cela revient a changer les variables obliques 
— — v'o — 'A 4 3 c>u bien encore et oj,, en 0)2 


y 

•?23 


Si done on change 


to 

S2> 


.^0 to 

'94j 




. 50 


r 9 

^ 4 i 


ou ce qui re\ient au in^me col mil -4-7: ot coj + x, les 

variables obliques ^23 *^23 ?43 ’^r# changeront de signe et les auLres 
ne changeront pas. 

Si done les developpements des elements ou des coordonnees 
sont mis sous la forme (11), le monome OULo sera de degre pair en 


j:o 




^27 '^25 ^47 *^4 developpements des L, des A, des ;i, •/)!, is, 

7 ) 3 , de x^] il sera de degr^ impair dans ceux de i2j ‘-Q2? 

^43 ‘^14? ^3? ^0- Si Ton met les developpements sous la forme (16), 
on verrait de ineme que py -\- serait pair dans le premier cas et 
impair dans le second. Cela serait vrai d’ailleurs que Ton ait 
applique les precedes du n*' 109 ou ceux du n'‘ 1 13 . 


119 * Homog^n^ite. 

•on verrait que 


En raisonnant comme aux n°® 73 et 89 , 


L/, pi sont homogeaes de degre i , 
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par rapport aux LJ* et aux ou hien encore par rapport aiix 
mix (?")= et aux (r,9)2. 

120. Resume. — Dans ce Chapitre, nons avons transforme nos 
(Jeveloppements, de telle facon que nos inconnues se presentenL 
sous la forme de fonc lions de tx'ois variables t, iv^ et Ces fonc- 
tions sont developpables suivant les puissances de t et siiivant les 
cosinus et les sinus des multiples des (v. 

Elies satisfont aux equations du mouvement quand on y fait 

'Z = t — H Cj W I III t ~1“ *lj W IZ^t -{— E2 j 

quelles que soient les vaLeurs des constantes arbitraires e, 
et So. Outre les trois variables t et up, nos fonctions dependent de 
douze constantes d’integration el la forme du developpement 
depend des constantes que Ton choisit. Si Ton adopte les valeurs 
ini dales 

r 

des inconnues L/, X/, •/]/ pour^ = Wi = xvo, les developpements 

prennent la forme (i i). Si I’on adopte les valeurs initiales 

TO ^ 0 -0 , .0 

5 ^19 P t 9 

des inconnues L/, A/, p/, ta/, ils prennent la forme (i6). Ce sont la 
les developpements auxquels on est conduit par I’application du 
precede du n® 109. 

Mais on pent faire un autre choix. Si, comme au n® 113, on pent 
(‘hoisir non plus les valeurs initiales des inconnues, mais leurs 
\aleurs moyennes, on est ainsi conduit aux developpements ( 22 ) 
(jui jouissent de proprietes remarquables. , 
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121. Le probleme restreint. — Vii ii® nous avons en\isagc uii 
probleiiie particulier. Nous avons suppose qne les trois corps soieiiL 
le Soleil, une grosse plane te et line petile plane le, el quo la masse 
(le ceLte derniere soil assez petite pour quo I’on puissc negliger Ics 
perturbations qu’elle produit dans le moiivement de la grosse pla- 
nete. Dans ces conditions, cetle grosse planete demerit une ellipse 
keplerienne; nous avons suppose de plus que l'excentricil(i de 
cette ellipse est nulle de telle facon que Forbite (^le la grosse pla- 
nete soil circulaire, et que la petite plan(*te soit a Forigine dii temps 
dans le plan de cette orbite et que sa vilesse initiale soit egalemeiil 
dans le plan de cette orbite. lien resulte e\ideminent ([ue la petite 
planete restera to uj ours dans le plan de cette orbite. 

Nous pouvons aloes appiiquer la transformation dii n^ 30 de 
deux manieres difTerentes : 


I® Nous pouvons, comme au n® 32, siipposer ce qui, 

comme nous Favons vu, revient a supposer que la grosse planete 
est rapportee au Soleil, et la planete au centre tie gravite de la 
grosse planete et du Soleil. 

2 " Nous pouvons, comme an n® 33, supposer ;??,= o, ce qui 
revient a i^apporter les deux planetcs au Soleil. 


Dans le premier cas, on aura 

F = ^>o-H 

u 

nil 


— I /zZ 


P. — I. 


Oo= Ti- 
7714 4>i = Tj 

. zZ _ 4 _ zZ^ 

ml m’^ / 


AG 

mi 7714 

AB 

T 


711-2 77? 4 

iKT^ 

%\ ml 


7771 
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Dans 1(.* second cas, on aura 

F = ^1*0 -i- 

i 

ni!, ni-i ) 


(I*,, = To- 


131) 


ab) ’ "'"'“'(bd bg)’ 

el To eonservaiil la meine signllicaliou. 

iJans nil cas coniine daus 1 autre, on Iroine que le inouveinenl 
<ie la grosse planele est confonne aiix lols de Kepler; el que celui 
d(‘ la petite planete se fait eonforinemenl aux equations cano- 
iiujues ( id) ou (i3 bis^j du Gliapitre il cpn s ecri\eiiL 


« I ) 


dx\ 

~7u 


cb^\ 

: niu -r~r> 
dji 


dy', d^i 

_ ni , ^ , 


(Ians le premier cas, et 


dx'i 


d^\ 


= mi-y / ^ 
dl dyi 


clt ^ dr ) 


( i =z 4, 6), 


( / = I, a, :> ). 


dans le second cas. 

Dans le premier cas on a, a des iiifminienl [letits pres crordre 
siqierieur, 


ni\=: m-= //?,; — /lOo 


<4 Ton pose 


/?o. y- ( i = 4 , 5, (> >. 

Dans le second cas, on a 


el Ton pose 


m[ = m'.y — m = in i 


//= Kfi- ^^hv} ( / I. a, ‘3 ). 


On arrive ainsi aux equations (i4) du Cdiapilre II qui s'ecrivenU 

dx'f __ d^l*i dy'} __ 

d( dy’i ^ dt dx 'i ’ 


el oil Ton doit faire f = y 5, 6 dans le premier cas, et f = i , 2 , 3 
dans le second cas. 

On remarquera que <I>i depend non seulemenl des inconnues 
ou r' (ouy^ mais encore du temps, puisqiril depend des 
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coorclonnees do la grosso planete qiii sonL forictioas coimue^ 
dll temps. 

122. Cela pose, faisons commc an ii“ 78 el exprimon^ les x et 
les jk' en fonctions des elements canoniqiies 

L/ (i =: i, 'l ij 
pi. Oil {i = I, •>.. 3, { t, 

Comme 

2 x' dy — ^ A c/L dp^ 

est Line dilFerentielle exacte^ ce changcmerit de variables sera caiio- 
nique. 

Nous retroiiverons ainsi les equations (f) du n® 78. Adojitoiis, 
pour fixer Ics idees, PJiypothese du n® 33, de sorte ((ue soil Ire^ 
petit et que 

F = 

Le mouvement de la grosse planete etant keplerien, les elements 
eanoniques de cetle grosse planete Lo, pa? p'n Wj, Xo deineure- 
ront constants a Texception du dernier Xo qui variera firopor- 
tionnellement au temps. 

Quant aux elements de la petite planete Li, pi, po, C 0 |, )s|, 

ils satisferont egalement aux equations (4) du n® 78; seulemenl, 
comme <I>o est independant de ces elements, ces equations se 
reduiront a 


dU _ 

d^\ 

dCki 


dt ~~ 


dt 


doi 

d^i 

doif 

d^i 

~dt “ 

— ^h —, — » 

~dl 

dpi 


Ces Equations (4) auraient d’ailleurs pu etre obtenues en transfor- 
mant les equations ( 2 ), En effet, rexpression 

^ x'id/i— li dLi—^ oi dp, 

qui est Pexpression (i) du n® 78 est une differentielle exacte. JNou^ 
avons done fait un changement de variables eanoniques et, d'apres 
le n*^ 12, ce changement n’allere pas la forme canonique de nos 
equations, bien que depende explicitement du temps. 
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r.es equations ( \) sont sous une forme qui pourrait quelquefois 
seinbler genante puisquc les deux membres soul de Tordre et 
])ar consequent infiniinenl petits. Nous poserons done 

pf=zfnipi (i=z\,‘\). 

Dc cette facon les L' et les 0 ^ seront finis et nos equations devien- 


(Ironl 

[ dL\ 

d^\ 

d\x 


(<) 

1 dt 


dt 

~ dij,’ 

j drA 

_ d^i 

dijii 

d^i 


( dt 

~ rfo),’ 

'll 

~ dp'i 


D’ailleurs les equations (5) auraient pu etre deduites des equa- 
tions (3). Car 

2, ^ ^ 

2 ^ “■ 2 'mi 

esl unc differentielle exacte, de sorte que I’on pent prendre pour 
variables L', o)/ sans que la forme caiionique des equations 

soil alteree. 

On voit d'ailleurs que si Ton coiisidere une planete llcti\ e ajant 
meme trajectoire que la planete -V^ du 11 ° 74 mais ayant pour masse, 
non plus m\ (e’est-a-dire ni{ puisqiie /??, = a des infiniment 
petits pres d’ordre superieur), mais i , les coordonnees de cette 
planete sont x\, ^ 3 , les composantes de sa quantite de mouve- 

menty',y.Cy 3 cl ses elements canonlques Xi, p|., 


123. Nous avons, d’apres le n" 33, 

= Ui-H U3. 


All 82, nous avons irouve 






iVI] = m\ m\ m=. 


Nous aurons done 


Oil 


Tg-hUi ^ 

mj aLf’ 


M; = |i 


piusque m, = 7 ^ 1 . 



Oiiant a 
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U 3 = aFi 

nous avons vii au iF’ 40 la forme parlieiiliere qu'elle prend dans In* 
cas qui nous occuj)e; mais, coniine je Tai dit an 41, les ineines 
simplifications ne se produiraient pas si Ton adoplait riivpolhesf* 
du n*^ 32. Nous ne nous en servirons dVilleurs pas el nous noii> 
bornerons a rappeler quelle esU d'aprNs le Cliapitre I\ , la forme 
de la fonclion pertiirbatrice u,F, el par consequent celle de 
Nous aurons 


(6) 


Ih 

mi 






I 


Oil A depend seulement de L' ct L:>. 

Dans la formule (ro) du n° 83, j’ai rcmplace c, el par 
el /Hi j’ai divise ensiiite par e’est ce qui explique la presence 
du facteur plus j'ai fait A = o en vertu du iheoreme 

du no 81. 

Je rappelle de plus que 


en vertu du n‘’ 87 et que 

2 qi=pi (mod 2 ), 2 qiC\pi\, 

Nous supposons de plus que Forbite de la grosse planete csl 
circulairej ce qui s’ecrit 

p;j = o, 

et que les inclinaisons sont millesy cequl s’ecrit 

9i= pi — 

Tous les termes du second membre de (6) sont done nuls, suuf 
ceux pour lesquels on a 

q<i=^qz- qi — o, 

el par consequent 

Pt — pz — Pk^o. 

Done, en posant 

= piB, 
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ii rf'str 

— — 'i ^ B o'y* cos ) /ij Aj 4- h ± Aj -f- y>l <^'>1 j» 

nil ‘ ^ 

<MI 

» “ ) <l’j ,V “T- [I B I'j'?* CO" ( /'j /. I — / 2 Ao /^1 )? 

Ii n<* depend qin^ de L, et de L -^ : j(‘ puis nieinc <lir(" qu il ne depend 
(pie d(‘ pui.s([ue l.^ esi mie con^laiite aljsolue* (pii cst line dcs 
donnees dc la rpieslion. 

On a «railleurs 

(8) /M-r-/.-2 = />,. 

< hiaiil a Ao [lOLivons le retarder eomnie egal a prenanl 

pour uriizine du tiuups Idiislanl ou la loni;itude de la grossc [ila- 
iiete es{ mille‘: d'anlre [lart /i > est une eonslante absolue qul est 
uiKf d(*s donn<*(‘s de la question. 

IV)Sonsalors 

F' = Fi— iaFj = i>i-T- n.cpi — l; j, 

aL ',2 

F j = B p CoS I A'l A I — /c-> A 2 -r- y? I ), 

X'j~Ai— A 2 , toi = a)i4- Avi- 
la'S eipiations du mouvenient deviendront 


[ _ 

<tV’ 

ca\ 

dr 

j dt “ ■ 

~ ./a; ^ 

dt 

~dU, 


dr 

dbi\ 


( di 

db) \ ^ 

dt 

_ 

“ rf?; ' 


Les equations out done encore la forme canonique; seuleinent 
eelte fois, comme. en verlu de la relation (8), 

p'l =2 cosa-,).'i -hpi w; ), 

notre /oncttnn ne depend que des quatre inconnues L^, , 
et ne depend plus expUcitement du temps, 

I2f. Integrate de Jacobi. — Au n®34j nous avons vu que, dans 
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Ics cas (los ri 33, le^ JiiU*i;ralcs drs iorr(*?; cl <Ics airo 

dc\ieiineiil illiisoircs, (*1 c(‘la parcc <[iie la foiK'tioii dcpcud 
cxplicltcmcnl du lcni[»s. 

Jci iiolre foiictioii F' ii(‘ (lc[K‘ii<lanl pas cxpliralenicnl dti Iciiip-s, 
nos equations ( (; i adnicUcnt rint(‘i:ral(* 

F'= con‘<t., 


<|ui esl coiinue sous hi nom fh* Jacobi. 


12o, Remarque. — J1 iiupoiic d(i i’airc unc observation an suj(‘t 


<Ie Nous a\ons 


dl, 

dF, 

4 1 


Ai; 

ri- -- 


11 ii'j a aiiciiiKi i’(?laLi(»n liiieaire a coefficients (‘oiislaiils iii a 

fortiovik coefficients ealiers, eulro ^ ol lu^ puisque la preiuicre 

de ces quantile depend de Lj (*l <jue la seconde esl line consianlc. 
Iln’y en a done jias non [dus entre les deux derivee> parlielles 

<Ie f;. 

On veiTa bienldl rimporlanc<‘ d(‘ cello roinarque. 


126. Generalisation. — Soil plus general emenl F une foiiclion 
de %n variables 

l-l, 1.2, L;/) 

^"2? •••? 


•(it envisagoons les ecjualioiis {Miionlques 


dt cChi ^ dt d\.i 


(/ = i, 2 , n). 


-Je suppose 




oil p est line constaiile ires polite, Je suppose quo Fq depend seule- 
inent des el de telle facon quit nW ait anenne relation 

dP 

lineaire d coefficients eniiers entre les deririks particlles rj-- 
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Ouant a r'<.sl line fouclion periodiqae des A/, de\eloppable 
suivaul les (aisiuus <‘l I("s sinus des multiples des A/j les coefficients 
dll de\ eloppcineiiL depeudant d'aillenrs des L. 

Les equations (pi rentrenl commit un cas particulier dans les 
('•tjuations (lo) <‘n faisanl joucr ii et F^ Ic role de Fo et F^, a h[ 
cl p' (‘clui (1<‘ L| cl L^; a cl (o^ ccliu* de Ai el a.j. 

Inx eHet Fj, ac di'pend ipic de L^ (*l, pj et en vertii du n'^ 122, il 
n'v a ciitre ses derivees [lartielles aucune relation lineaire a coeffi- 
cients enliers. 

D'autre pari FJ cst niu^ function periodiijiie de a' el co^. 

OLservons iiiainlcnaiil (pn^ toutcs les conclusions des Chapilres A 
cl ^ I s'appli([ueal au\ equations (lo). Dans ces Chapilres nous ne 
nous soimnes occup<*s ipie du prohlenie des trois corps, mais les 
r/'siiltats peuvent etre innnediatement etendiis, d'abord au cas 
(fan nombre quelconque de corps, et ensuitc a des problemes 
duiainiques beaucoup plus generaux. 

(Hielles sont eri ellel les seules liypotheses qui aient joue un 
role dans nos denionslrations? 

C'esl d’abord que nc depend que des L. 

Les equations (lo) salisfont u celte hypolhese. 

Nous ne nous soinmes pas servis de la forme particiiliere de la 
foiietioii Fo et par exeinple j’ai toiijours designe les derivees par- 
litlles du second ordre de Fo par la notation C/a? sans fairc inter- 
\enir les simplifications qui I'esullent de ce fait que 
(ef. 11 ' ‘ 106 ). 

e/’ C'est cnsnile que le rapport^ est incoininensurable. Dans le 

cas oil il y a plus de deux variables L, celte condition doit dire 
remplacee par la suivanle, qifil ny a entre les ni (c’est-a-dire 
enlre les valeurs des derivees partielles de Fq pour L/= 1.“ aucune 
relation lineaire a coefficients en tiers. 

Or nous a\ons suppose plus haul qifil nV avail, dans le cas des 
e<| nations (lo), aucune relation lineaire a coefficients enliers entre 
les derivees partielles de Fo (jui soil identiquement satisfaite. 
Nous pouvons done loujours supposer qu’on ait choisi les de 
telle sorte qu’il n'y ait entre les rii aucune relation de celte forme 
Cost ensuite que Fi est periodique par rapport aux 

Cette condition est encore remplie pour les equations (lo). 
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i'* C est Piiliii (jiic rsi <l^*^e^»[>|K^l)k‘ >ui\ant les j>ui>>anro 
(les ; et des r,. 

Dans le cas (les equations iiui, la fonchoii Ft nr‘ depend 
(1 aiicune \arlaljlf3 aiialogur* aiix ; aux r,. La condition pciil done 
elre considerce coniine reiiiplif* : seidenieiU le d('\e!o[>|>einent de Ft 
suivant les puissances des ^ el des r, se nVlnit a uii seal terine, le 
I mane de degre zero. 

Toiites nos conditions cHant reiiiplie>, ions les riesultals de.^ 
(diapitres \ et ^ I s'appliquenl aux eipiations ( lo). 

127. iNous pouvons done sutisfaire anx equations i^io) en posanl 

( r i) L/ = -f- oIj/, }./= Hi ( -r- Xf oXi, 

ou Ui et aJ' sontdes conslanles qui reprehcnleul les valeurs initiales 
de hi et A/; on ni est egalement one <;onslanle egale a la valeur 

d'p 

de •— poiirL/=rL9: ou eniiii ol-./ el 5 a/ .^onl developpables sous 
la forme 

^ COsivZ-H/i). 

A et h sent des conslanles dejiendanl seuleinenl des Lj- et des a^^: 
et Ton a 



les ki etant des enliers. 

Pajoute que les 5L el les 5a contiennenl [x cn factciir et d'aulre 
part s'annulent pour t = o. 

C'esl la foriiiule ( G ) du n^‘ 102. Seulement le monome OFlo a 
disparu, parce que nous n’avons pas de variables analogues aux ; 
et aux 'A. 

Mais il j a plus : nous pouvons former des developpemenls 
dependant de H- i variables 

'C, «’i, 

en reinplacantdansle developpement deoL/ et de Sa/ la lettre t par^ 
quand elle est en deliors du sigiie cos et par 

signe cos. D'autre part dans le premier terme du second ineiubre 
de la seconde equation (i i), nous remplacerons nit par iv/. 
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= V JX^A /'« cnsi V/ — /n, 

</>., = V jx*A' <‘0*^1 V/ H- It' I. 
nos noinraiix ilc\(‘lo|>]>enients s'ocriroiil 

I L, - I.;' -r ^ V rr>S /•/ -r- // j , 

Si\ ilaiis (‘fs iiouvoaiix (l(*Neh>|)j)(‘inents, nous faisons 

noils nioinhons siir l(‘s diheloppenieiiLs (i i) el par ronsequent 
nous satisfaisons aux e(|iialions ( lo ). 

Mais le (jliapitre VI nous a appris que si, dans ces devcloppo- 
ineiits (12), nous faisons 

z — t — c, ttv = li , 

nous salisferons (*ii(‘ore aux tu[aalioiis (lo) (pielles (pic soienl lios 
xaleurs attnluie(‘s aii\ n 4- 1 <‘onslanl(*s arbilrairis c el £/. 

j!i 8 . Tmihs l(‘s auln*s (‘oindusions dii Cliapilre \ sul)sislenl; 
par excinjile nous iraurons pas de Unane de rang ne‘gatif; nous 
n'asons pas de t(‘rin(‘ seculaire iiiixle de rang nul; nous n'avons 
pas (Jc terinc de rang nul dans le d( 3 veloppement des L/. 

En deuxlenie approximation, c'esl-a-dirc si nous negligcons p-, 
il nV aura pas de lerme seculaire dans les L/; c'est la la generali- 
>ationdu llieoreim.^ sur rin\ariabilile des grands axes. Nous reinar- 
<pierons qu’ici il s'applique a /^ variables sur %n landis que dans 
le probleine des trois corps il ne s'ap{)liqiiail (jifa 2 variables 
sur 1 2. 

Cela lieiiL a cc <[ue, dans les eipiations (lo ), la fonction Fq depend 
des n variables L ( el (pi'clles v iigurent pour ainsi dire indcpen- 
dannnenl puisipfil n'y a pas de relation IiiKjaire entre les d(iriv(ies 
de F()). An conlrainq dans le probleine des trois corps, cette func- 
tion Fo ne dependait <pie de 2 variables sur 12. 
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129. Xons aliens maiateuanl transformer noire im'lliode: nous 
a lions nous e {forcer de let modifier de facon a nous didjar- 
rasser des terines secuhnres, 

Pour c(*la nous allons nous ser\ir <lu lli<*oremr du n'* 19. f.a 
formule <lf‘ re ninm*ro s'e(u*it 

^ X dy = dSl -- Aa d-xi — dt ^ 


(lonl j(‘ rappelle la signification. 

La fonclion Q est definie par Lequalion 


<M 

dl 




Les y.ft sont les (ajnslantes d'integralion el les sont des foiie- 
llons de ces constantes. 

I.a fonnule en question s'appliquait aux e(pialions ii) du Cha- 
pilre L inais on pent passer de ces «N[ualions a nos equations ( lo'^ 
en changeanl 

<ii 

L, A, -F. 


La fonnule devient alors 


(i3) 


2 L ii). = rfa A/, c/u-T- F (//. 


a\ec 

(ii) 


dt '^2d dL 


- F. 


Nous allons subslituer a la place des L et des a leurs devcloppe- 
ments (12); il est clair qu'apres cette suhstitution 



sera encore dcHeloppable sous la meme forme; e'est-a-dire sui\ant 
les ])iiissances de t et suivant les sinus et les cosinus des multiples 
des (C. 

Nous determinerons ensuite 0 par Lequation 




dil 

dt 


dz 



dil 

At/ ~~j — 
d W'' i 




— F. 
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ri(‘Uc (‘qiiation est de la iiiciiic forme que rcquation (i3) clu Clia- 
pitre |)r<‘cedrnt; nous la Iraiterons de la nicinc nianiere, el elle 
nous (lonnera pour 12 line valeur developjiable suivant les puissances 
(1 (‘ 7 et sui\aull<*s sinus et les (‘osinus des multiples des tv. Cette 
<M| nation (i o) nc dellnit pas entierement 11, mals nous pouvons dans 
la forniule { i3j prendre [)Our 11 Tune qiieleonque des solutions de 
r(‘(piation (10 >. ^^ous clioisii'ons eelle ((iii est d(‘veloppable suivant 
les pulss<iu(‘es de et le.s li^nes tri^onoinetriques des tv. 

\ous savons (pie nous satisfaisoiis aux equations (lo) en faisant 

Z - t U7=r mt Zi. 

^o^^aurions ainsi o/? + i (‘ouslautes d'inte^ratiun, a savoirles L)*, 
les a].*, les et e. (]es constantes ne sont j>as distinctes et il nous 
^uffit d^m eonserver a/? : nous pouvons done annuler /? i d’entre 
(dies. Nous ferons 

aJ? = c = o. 

Dans ces cemditions 

} Li 

IJ, A, 

seront des fonclions de -r, des oj/ et des L|. Ainsi cjue nous Tavons 
vu, la fonclion 11, d(‘ inline que les 1^/ et les A/— tv/, est diivelop- 
pable suivant les puissances de t et les lignes trigonomelriques 
des (V. 

L’expression 



sera done de la fonm^ 


on H, Wi et C/ seront des fonctions des Vj, des w et de c develop- 
pables suivant les puissances de t el les .sinus et les cosinus des 
innlliples des tv. 
wSi nous faisons 


(Toil 


(iz = dt. 

dwi — Jii dt 4 - dti-h t drii^ 


et A devront satisfaire aux equations (lo) et par consequent a la 
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relation (i3). Or on tronve 

2 ^0. - </iX =-- { H -2 W, 'V, c: >li:, 


Oil Ton a 


C,“ 




puisque, les ne dependant que des L)^ on a 




r/L? ^ 


-\os constantes ddnlegration, ^jiii joneiit l<‘ role d(‘s y.f, de la for- 
mule (i3), son I ici les LJ* el les £/. 

Done, d'apres le iheoreine dii ii'* 1(>, les \\ / et Ics e'est-a-dire 
les coefficients des e/s/ el des dlJl (jui joiient Ic role d(‘s seronl 
(les constantes ind(ipcndantes dii lein})s <*1 (k'pendront seuleiiKnit 
des constantes d’intc'^ration. De phis 


H -+-2 = F 


sera aussi ind(*pendanl du tein]>s <‘n \erhi de r('qLiati«»u des foi*(‘(*> 
\ives. 

Or les W/ sonl dti\eloppahles suivaiit ies puissane(‘s de jji et d(? t 
et suivant les cosinus et sinus des multiples des iv; ils soul doin' 
de la forme de la fonetion 

a laquelle s’a])pli(juait le dernier lemme du n" 107. Or pour 
notre fonetion 

Vit—fi [j., T, tr/j 

doit se r<iduire a une constanle independantc du temps, el in* 
dependre que des (‘onslantes d'integratioii et ; ou mieii.v 
encore elle n<^ dependra que des L”, puisque nous a\ons fait 
Rkt^ ce qui \eut dire que nous axons supposti £a — o. 

On aura doin' 

f{\h ^ 

ne dependant qu(‘ des LJ, 
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I)on(*, eii vcrlu du lenuiie du 107, nous devons avojr pour 
toules les \aleai’^ de t el d(.‘s u’ 

W,— /(, =/( ;a, t, (r/, I— /„ = o. 


( V<*sl-a-tiir(» ([Uf* \\ / ue depend (jiu; des Ly . 

I’.nvisageons inaiiileaanl les <‘(jclflrieiils 0 / ct les expres>ioa.s 


<piaud on v fera 




Z~/, Wi— Hit, 


<‘eU(‘ e\[)ressioii s<‘ r<*dnira a 


'2"' 


(in/c 

dVj 


(.’(‘si-a-dire a el iie dependra, conime nous I'aNons \u, (jue 
de> tui appli(iuanl le ineme raisonnenient, 011 \errail <|U(t Ton 
a pour toules le^ \aleurs d(* t el des <r 




(‘I (pie CJ‘ ne depend (pie de^ LJ[. 

II (ill est d(‘ nieuie d(? F (jul e^t ('galenienl indepexidant ilu tein[>s. 
Iiepreuous don(‘ ridenlile 

( ic, , y L di. — (til = n d- 4- y W/ rf.r,-;- y c, dv; . 


f‘l faisons«y 


- == »v= 0, 


puur T ==: o on aura 

(‘t par eonscqiienl 


A/~ o, 


puisque nous a\ons suppose'^ les Vj mils: i> se reduira a el C/ se 
eliaiigera en C- (quantile qui, nous ravous \u, ne depend que 
lies L|); on aura d'ailleurs 


dz = dw = rA = o. 
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^ol^e ulentit<‘ (l(‘\ leudra done* 

( lO his ) — d 

jmmA 

Kn retran(diaril (i()) el (iH f)is) H vi(‘nl 
2 L dl - W,- d^vi =\\d-.~^di< 2 - i>„ ' - - . 

(*l si ]^)n suppose t = o, d'ori ch = <», 

( 1 7 ,1 V L </X — V \v div = I. 


lleprenons les developpements (‘t iaisons-v eminue plu> 

haul a)- = o, el de plus faisons-y t== o. 

11 s pouiTuiil aloi's e(i*e regardes eomiue dcliaissatil le> 2 /t quan- 
tiles L/ et A/ eii lda(‘lion des ^a^aLles el 07. 

D’autre pari l(*s // ([aanUtes ^\/ soul, eoiunie nous \(uioiis de It* 
voir, des fonctioiis des /z quantiles et iiiverseiueiil ; reniplaeous 
les LJl par leurs \aleurs en fonclion des \V/. Ae.? dnx^foppe- 
nients (ip.) ou don fait Ajl = 'r = o peuK^etH done el re repardth 
comme drjinissant les L et les A en fonctioa des W et des i\\ 
\ous poll veils done prendre les \\ et les iv pour nou\t‘llt‘s 
varial)lcs; la relation (i-j) nous apprend (jne le eliangeinenl de 
variables esl caiionique. 11 n'altere doiK* pas la fornu^ <‘auoni(|ue 
des equations ( 10) ipii devieiinenl 

d\Y dV div db' 
dt ~ dw ‘ 

Or nous \enons de voir qiie F ne depend qiu* des LJb nous 
reiuplacons b‘s LJ- par leurs valours en fonclion des \\ /, F ne 
de[)endra quo des W/ el sera independanl des iv. 

On aura donc^ ™ u, et par consequent 

W = const. 


11 en resulle quo F et ses derivees qui ne diqyendtHit quo des W 
seront aussi des eonstantes. 

Soil alor> 


71 / = const., 
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il ^IeIld^a 
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ou 

iVj z=z n it tr/, 

w'i tUanl uiie nouv^dh* <i'hilei;Talioii. 

Les IJ-, qiii (l<‘|)on<lcnt <[iie desW, simyiiU cgalemeiil des con-' 
si antes. 

\oiis salisf(‘roris <loiic a in>s equations en faisant dans les de\e- 
loppements n'>/) 

)J) = (>, *: -Tt o, = const. 0 /= /?', / -i- Wi. 

Les /q. sont des eonslantes ([ui dependent des mais qiii sont 
cliff even tes des /?/. 

Le point interessant e'est que, coinme nous avons fait t = o, 
tons les termes sdcidaires out disparu, 

L'analyse qui precede deniontre les iheoreiaes que nous avons 
<‘tal)lis par line autre voic dans les Methodes nomelles de la 
Mecanique celeste, l. IL iV‘" 125 et 158, et aussi dans le Bulletin 
astronomique, t. \I\ , p. prohleine B. 

130. Le lemme du n^ 107 est applicable a la fonciion 

/([^5 '^5 

a une condition. Cette fonetioii peut contenir un nombre Infini de 
lerni<‘s, inais le eoeflicient de n’en doit eonleiiir cjiLun nombre 
(Ini. 

Cette condition est-elle remplie dans le cas qui nous occupe? 
Elle Test si Lon ne prend dans F qu'un nombre finl de termes. 
Xous avons eu ellet les e(piatlons 



analogues aux cVjuations (p) du Cfiapitre V. n'* 106; les lettres <E> 
el Qk out la meme signilication que dans ce n^ 106; il ne faiU 
done pas confondre les C/a avec les C/ du n"" 129 avec lesquels ils 
n'ont aucua rapport. 
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Jc suppose quo I'oii ail demonlre qifcii approximation, 

c’est-a-clire en iiegllgeant les tonnes on p" ot los tonnes d'ordre 
superieur, nos oL^- et nos oa/ sc rednisont a un nomJ>re liiii de 
Lermes; je dis que cela sera encore vrai en iVi-r ajiproximatloii. 

Pour a\olr les valeurs de (/^ aj)j)roxiniatIon, nous devons 

dans les seconds ineinbres des equations ( uj) substiluer a la place 
dcs olji et des oA/ leurs valeurs de ajiproximation. TSf>us 

i^avons que 
des Sa sous la forme 
f2oj 2 BOH', 


pent se developper suivant les puissances des oL el 


etaiiL un monome entler par rapport aux oIj etaux 5a. Nous 
pouvons arreter le developpenient aux lermes de degre n exclu- 
swement par rapport aux 5L et 5a. En elfet, comme 5a et 5a con- 
tiennent en facteur, ces termes sent de Tordre de p". Nous avons 
done le droit de les supprlmer. 

Notre developpenient (20) se coinposera done d^un nombre fini 
de termes; quant au coefficient B, e’est, a un facteur numerique 
pres, Tune des derivees parlielles d’ordre superieur de Fi, ou Toil 
a substitue aux inconnues leurs valeurs de premiere approximation, 
et, comme nous ne prenons dans F| qu’un nombre fini de termes, 
B n’en contiendra non plus qu’un nombre fini. On raisonnerait de 
meme pour 

<iFi 

dTk" dU' 


Les seconds membres des equations (19) nc contlennent done 
qu'un nombre fini de termes; il en csl done de meme des oL et 
des 51 . C. Q. F. D. 

On voit en meme temps que les derivees partielles de F satisfont 
a la meme condition. 

Done 


j satisfait egalement et il en est de meme de 




da 

di^i 


P. — I. 


12 



<le 
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r/ll 


\/v: di: 

'Poutfs <:<*> qtiaiult('.s n<‘ <‘oiitipn«lro!it daii^ Ivur des eloppenieiU 
qti'iiii iKiiiiPrv fiiii dc lenlIe^. >i Von lous les lerint*> qui 

(•untieniU‘iU;j/^ eii fai^leiir, et cela <i.ivlque ^raud que .soil Jexpo- 

>aiit //. 

C<‘Ue ('ircoa^laucc iiou> perinel d aj)j)liqtier It* Jemine dii n“ 107. 

131 . Lc> f|uaal!les \\'/ et /;j- peuvenl etif cleNcloppees sunaul 
Icr, j(iiissaiic("i <li‘ 'J-. Ccla csl i‘\ideiit pour 

f)uis(iuc L. A et il soul (leNcloppables sui\aiit les puissances de a. 
Kii ellet, il cii aiiisl des L el des a, il en esl aiiisi de I' et de ^ 

<jiii sont des fonclions des L el dcs a, ou 1 on peiU siibslltuer a la 
[dace de (*es quantiles leurs dev eloppemeiits sui\aiit les puissances 
de [a; il eii e.sl aiiisi culm de 



-fii'-s-.-'r- 

Il esl aise d<* voir 

(|uei est le premier lerint 

Si nous supposons eu elPel o. on troiive 

d'ou 

et, d ’autre part. 

i‘l 

F = r., ^ = 


d7)u 

dil 

d^i~" 

et 

\V,= L?. 


Le premier lenne du dev eloppemeni est done 
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Nous avons dit ([ue F est une constanLe qui n(‘ depend quo 
des VI que les etant fonctions des \V/, et recipro(jueiuenl, 
nous pouvons aussi regarder F coininc une fonclion <h*s W^: nou> 
aurons alors enlre les derJvees parlie‘ll(‘s par rapport aux W el le> 
deri\ees partlelles par rapport aux la relalioii suivaule : 

dVl 2LLd\\i dVl ’ 


ou, en se rappelanl la definition de /q-, 
^ , dV^i _ dF 


Nous avons ainsi des equations linealres <pii nous doiiueronl 
constantes n\ en fonctions des LJ’ el dc p.. Coainie F el \\ i el pai* 

consequent el sent dev eloppables suivanl les puissance^ 


de ;jL, comme d'aiitre part le determinant de nos equations lineaire> 
se reduit a i pour u = o (e'est-a-dire pour VV/= LJ'), les /q seronl 
egaleinent developpaljles suivant les puissances de u. 

II est alse de trouver le premier tcrine du developpement. Fn 
edet, pour a — o, on a 

W,= L", F = F„, ^ = 


el nos equations lineaires se reduisent a 

nj,— nk- 

Le premier lerme du developpement de n\ est done /?/. 


132. Comparaison des d^veloppements. — Reprenoiis nos dtH e- 
loppements (la), en y faisant comme plus haul = o : 

hi — {V* a z'^ cos kw H- , 

X^-= 

Nous avons vu que Ton obtient une solution particuliere des 
equations (lo) en y faisant 


T= 
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el ({ue Ton en oblicnt line autre cn y faisant 


Ces deux solutions particuliei'es doivenl elrc idcntiques, car, dans 
Tune eoinine dans I’autre, Ics valours initialcs dcs inconnues L/ 
el Af soul LJ- et o pour / ~ o. 

Si done nous devcloppons ces deux solutions suivant les puis- 
sances de ;jL, les deux developpeinenls devront etre identiques. 
Pour la preniiere nous trouvons 


( a 1 1 


oil 


L/ = L/ cos(v/ -f- li ), 


Le developpement est termlne, car les ni el par consequent v 
no dependent pas de 

Pour la seconde nous trouvons 

Lt == LJ cos(v'/ h), 

li = n'i t A' cos (v' i -r- h' 

ou 


<*t en nc coiiservant que les lernies oii Pexposaiil m est nul. Mals 
le developpement n’cst pas terinine, ear les et dependent 
encore de p. 

Soienl done 

n/-4- 

v'= V 4“ jxvio -I- . , . 

les dtiveloppements de n\ et de v' suivant les puissances de [jl; il 
faui remplacer n[ et '/ par ces developpements et developper 
cos('/^+A) suivant les puissances de p. On trouve ainsi^ cn 
deveioppanl d’abord suivant les puissances de '/ — v, 

eos(v7*4 = A-h "~V 
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Ensuite ('/ — peul se developper suivant les puissances tie u., 

(le telle sorte que 

(./ — V = jn ! ^ Up 

les Up etant des conslanles tlependant des ct [)ar coiistkjuenl 
(les L®. II cn resultc 

cos ( '/ / -4- A .) = 2 [X? cos l^v t — h -- ) 

el par consequent 

L/= Lj (x»-^? cos (yt -+- // -h )? 

( 22 ) ^ 

li= j' 

Les deux de^^eloppements (21) (22) doivent t^lre iden- 

tiqaes. 

Cherclions d’aboi'd les termes seculaires purs. Ce sont ceux 
pour lesqiiels v = 0, m > o; or v ne pent etre nul que si 

X’l = k‘i = . . . = kfi = 0, 

puisque nous supposons qii’il n'y a pas entre les rii de relation 
lineaire a coefficients entiers. 

Mais alors on a aussi 

'/ = o, v' — 7 = 0, 

et le developpement de cos('/^4-A) se reduira a un seui termt‘ 
qui sera constant et qiii ne contlendra pas t en facteur. 

Ainsi dans les developpements (21) on (22) des L/, il n^y a 
pas de terme seculaire pur, 

Dans les developpements des A,*, les termes en cos(v'-£ 4- /f) ne 
peuvent non plus en donner. Tons les termes seculaires purs pro- 
viennent du developpement de ce sont les termes 

\x^nfU, 

. Done dans les developpements (21) ou (22) des X/, il n'y a 
pas autre terme seculaire pur que des termes en t. 
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Coinparons inainlenant dans 1 <‘S dcvcdoppcmcnts (21) el (22) 
renscinbh* d<*s lei’ines 

( j:1 ) A cos( V ( -h If ) 

it 

i ^ cos^v/-^ h 

<]ui (‘orresjioiideiit a uoe uit'nie \alenr du eocfficient v. Ces deux 
<‘nseml)les de tenues duivent elre i(I<‘iiti([ues. 

.FiMTirai alurs rensoiuble des lermes (2.']) sous la forme 

< .»3 2 cos V t ^ sin V 

<»u 

B/h = 2 Cl'S*, *'/« — — "S :-c^ Ayin*, 

ees dernifu'es soinmalions elant etendues a tons ceux dcs terines ( 2 . 3 ) 
([ui eorn^spondmU a des \aleurs doiiuees du coefficient v et dc 
rentier m, 

De meme j'ecrirai rensembfi? des termes (2{) sous la forme 
i 2 I bis ) ^ D ,)i /'« cos V t ^ \i,n sin v 

(U'l 

D/,, = cos 

Ib« = — 21 

<‘es dernieres soinmalions etant etendues a tous ceux des termes (24) 
■ipii (‘orrespoudeiit a ties valeurs doiinees du coefficient v et de 
rentier m. 

L(‘s deux deneloppcinenls devaiit etre identiques, on aura 

Or Jcs de\eloppenients (24) ou (24 bis) proviennent du deve- 
loppement des termes en cos'/^ et sinv^^ suivant les puissances 
<Ie — V et par consequent de u. 
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(]es lormcs sent 

r>„ ensv'/ -i- E<, ^invV = l)„ Cosv'/ -r Co sill'/L 

\inrfi V ensemble fles terines ptb'iodiqiies on secuUnres mijcles 
da developpement ( <^[ui rontieiinciil «*n lu<*l<‘nr (.'osv/ on sinv^, 

c'est-a-fllre rcnsemhlc des tormrs ( 20 ), pent etre somme facile- 
meat; il a pour somnie 

1>0 t ^-<>0 ^oiv f. 

rSoiis vojons do plus que : 

Si dans le deceloppcment auquel nous conduit V application 
'directe de la methode de Lagrange, c'E‘sl-a~diru dans le dcAC- 
loppemenl nous connaissons les termes periodiques ei les 
lennes seculaires purs, nous en poiirrons deduire immediate- 
ment les termes seculaires niLrtes, 

En ellet, l‘eiisenil)le des terin(*s [>enodiqnes s'ecriL 

^ Bo Go sin V f. 

Nous n'avoiis [>as (raiitre terine seeulaire ])iir que le lerme nd 
dans le devrdoppemcnl de A/. 

J.es lernics seculaires mixtes pro\ieimeiit dii developpemeiit de 
^ Bo cos'/^-4-^ Gosinv'^. 

Or, coiinaissanL les lennes periodiques, nous connaissons Bo et Co*, 
coniiaissant les termes seculaires purs, nous connaissons les /i^ et 
[)ar consequent vC 

On arrive done ainsi a demontrer certaines proprietes des deve- 
loppements ( 21 ), e’est-a-dire des developpemenls oblenus par la 
methode de Lagrange; ces proprietes sont heaueoup plus simples 
que dans le cas genera] du probleme des trois corps. I^a raison, de 
cette siinplicite relative est aisee a Irouver; elle tlent avant tout a 
Tabsence de variables analogues a ^ el a Tj, de telle sorle que T^o 
depend eirectivement de n variables sur 2 /^. 


133. G-^n^ralisation. — On aurait pu varier la nnJthode de 
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(liversGs manleres; tl'ahorcl, an lieu de faire on auraitpu 

attribuer anx X” dcs valeurs quelconqiies, mais quo Von aiirail 
regardees comme donnees une fois pour toutes, 

Lo raisonnement sc seralt poiirsuivi sans changemenL; par 
cxemple, qiiand on aurail fait — on aurait trouve A/==A® 

<‘t Ton aurait encore cu dz = d^v = o. 

Si clone nous prenons Icis developpemenls (12) et que, sans y 
faire 7 .^ == o, nous y fasslons 

T = o, «’/= n[ t H- Wf, 

nous satisferons encore aux equations (10 ). La solution ainsi 
tromee conllent *>/? eonslantes arbilraires, les LJb Ics A-* el les wi 
([ui bien enteadu ne pcuventpas eLre distinctes. 

Dans les devel<q)peruenls (12), les qiiantitcs A, V, A' de- 
pendent des L“ el des aJL nuiis il est clair (jiic 

A cosA, A'cosA', A'sin//\ 

sont des functions pei'iodiques des a)L Nous aurons done 

L/ - I-? V B c'« cos (^2 ^ 2 '^d), 

= II', -r /.? -r^ cosf y] /QA? + /I'o'j- 

Dans ces developpements (20) analogues aux developpemenls 
( i(j Ois) du Cliapitre prccedenU Jes Id sont des entierSj B, Aq, 
ef Ay dependent seulenient des L®, 

II nV a aucune raison pour quc A’i= Ap 

D'apres la fa^on dont les developpemenls (20) ont ete formes, 
L/et A/ se reduisent a L" et A^ pour o. Ces d^veloppe- 

ments ne sonl done autre chose que ceux que nous avons obtenus 
au n® 109 . 

On satisfera aux equations (lo), soit en y faisant 

'T r=: f -H C, tV/=: /li’f 4- £/, 

soil en j faisant 

1: = O, iVi = /l/ / + VJ£. 

Au lieu d’adopter comme constantes arbitraires les valeurs 
initiales L® et X® de nos variables, nous aurions pu prendre 
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d'autres constanies arljiLralres; nous aurions ainsi donne a nos 
developpemenls une autre forme. 

II aurait siiffi do remplacer dans les equations (20 j les conslantes 
anciennes el par des fonctions dc in conslantes nouvelles 
L; et Aj. 

Soil done 


(2G) 


j hi,).] 


les Oi et ]es i/ etanl des fonctions de a, des L^- et des a] que je jiuis 
choisir d’une faeon lout a fait arlntraire, Je in Imposerai les con- 
ditions suivantes : 


Les fonctions et devront etre developpaliles siiivanl les 
puissances de [a; 

2^ Pour [A — Oy on devra avoir 

TO Tl ‘.0 ',1. 

— Ltf , — f.i , 

3 ° LesLf et les differences aJI — a] devront etre des fonctions 
peribdiques des Aj. 

Dans les developpements (so), suLstitiions a la place des con- 
stantes anciennes L® et a^^ leurs valeiirs (26); nous obtiendrons 
ainsi de nouveaux developpements que j’appelle les developpe- 
ments (27). 

Quelle en est la forme? 


Pour [A=: o, ils se reduisent a 

( 27 ) hi — h] , }.i = Wi -h X/ . 

2^ Les differences L,— L;, a.— ov—A- sonl developpables 
suivant les puissances de p el de elles sont des fonctions perio- 
diqiies des et des A^* 

En d’autres termes, les developpements seront tout a fail 
de m4me forme que les developpements (20); avec cette difference 
que les h\ et les a] y joueront le meme r6le que les L® et les aJ- 
dans les equations (20). 

Seulementy pour t = (v = o, Lj el Xf' ne se redulronl pas a L] 
et\L 

On aura encore une solution des equations (10) en falsant dans 
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les developpemeiits (27) soil 


soil 


- = i -4- C, iVi = /li i H- £/, 

=z o, Wi = n'ii -+- 


car les developpements ne different pas en. realite dcs deve 
loppements (s3), ils n’en different qiie par la substitution aux 
constantes L- et A? de leurs valeurs (26). 

Parmi tons ces developpements (27), il y en a un qui m&ite 
d’attirer notice attention^ c’est celui qui est tel qiie /?/, mais 
nous nous arreterons surtout sur celui que Ton forrnerait par le 
precede du n° H 3 . Les Lj et les representent alors ce qu au 
Chapitre precedent nous appelions les valeurs moyennes des L/ 
et des li. 

Lai explique assez longuement ce precede pour n avoir pas a y 
revenir; il y aura cependant une divergence. 

Nous n’avons rien ici d’analogue aux qiiantites p/, co/, p-, coj’ 
du 11° 112, puisque dans les equations (10) ne figure aucune va- 
riable analogue aux ^ et aux v|. De la une petite simplification. 

On ol)tiendra ainsi des developpements 

I hi = Jj} - 4 - [i.* B cos ^ ki ivi H- kd^j -h Ao^ , 

(28) ) ' V 

I li = Wi-^l] cos kilj -h AJ j , 


ou B, Ao, B', dependent seulement des Lj. 

Tous les resultats des Chapitres VI et VII s'appliqiient aux 
developpements (28), on en deduira done une solution des equa- 
tions (10) soit en y faisant t = (r/— H- £/, soit en y 

faisant t = o, n^t +• tjj/. 

Ce qui distingue le developpement (28) des autres developpe- 
ments (27), e’est que, ainsi que nous Tavons yu au n® 116 , le 
coefficient /a de (f/ est toujours egal au coefficient de II resulte 
de la que les constantes Xj et ei (si I’on fait {Vi=nit + s/) 

ne figureront jamais que par la combinaison s/-|-Xl. De meme, si 
Pon fait T = o, wv= t -h Tn/, les constantes XI et Tn/ ne figureront 
jamais que par la combinaison isy/H-Xj. 

Entre les constantes des developpements ( 25 ), qui sont les 
et les X 9 et celles des developpements (28), qui sont les LI et les Xj, 
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ily a certaines relations, ce sont les relations (26). Comment les 
former? Je n’ai qu’a prendre les equations (28) et a y remplacer 
Li, Xi Of’ et T par L^-, 0 et o. Les equations que nous obtien- 

drons ainsi ne seront pas autre chose que les relations (20) 
dll n*^ H3; supposons d’autre part que dans les equations (28) 
on fasse 

on obtiendra certains developpements qui satisferont aux equa- 
tions (10); comment aurait-on pu y parvenir directement? II esl 
aise de s’en rendre compte. Supposons qu’on veullle integrer les 
equations (10) par approximations successives, on prendra en pre- 
miere approximation 

Li = L } , Xi = (0/ -f- . 


11 reste a voir comment on pent calculer les valeiirs de ap- 
proximation, connaissant celles de (n — On pi'end d’abord 


(29) 


dLi ^ dF 
dt (D^i 


Dans le second membre on substitue les valeurs de (/i — ap- 
proximation; ce second membre pi-end la forme 

^ cos(v^-i-/0, 


et il reste a integrer par rapport a t pour avoir les valeurs de 
^ifime approximation des L/. 

Nous avons vu au n® 99 que I’integrale indejinie 


/ 


B cos(v t H- li) dt 


contientun terme en ^"^cos(v^H-A), un terme en sin(v 
an terme en i^“^cos(v^ -{- /i), un terme en ^ (v^ 4-/i) et 

enfin un terme en (v if -P h), 
cos ^ ^ 

II faut ajouter a cette integrale indefinie une constante arbitraire. 
Nous avons jusqu’ici choisi cette constante de telle fa^on que oLi 
s’annule pour ^ = o, c’est-a-dire que nous avons pris 



CHAPITBE VII. 


i88 

G’est ainsi quo nous avons obtenu les developpements (12) el ( 25 ), 
Pour obtenir les developpements (28) nous n’opererons pas de 
meme, nous prendrons la constante avbitraire egale d ^evo. 
Pour avoir ensuite les valeurs de approximation de X/, on 
se servira de I’equation 


Dans le second membre on doit remplacer les A/ par leurs va- 
leurs de {n — approximation que I’on vient de trouver, 

L'equalion (3o) est de meme forme que Tequation (29) et se 
traiterait de la meme manlere. 

Les developpements que Ton obtiendi'a de la sorte sont bien 
les developpements (28), car Fanalyse qui precede est, dans le 
fond, identique a celle du n® 114 . 


134 . Cas particulier du probltoe restreiut. — Ce que nous avons 
dit jusqu’ici s’applique au cas general des Equations (10), ce que 
nous allons dire maintenant s’applique seulement au probleme 
restreint que nous avions d’abord en vue. 

Nous avons vu au n® 126 que Ton passe des equations (9) du 
probUme restreint aux equations (10) en faisant 

F=F, l; = l„ = ^->^2. 

Tous les resultats deja trouves s’appliquent done au probleme 
restreint, mais 11 y a quelque chose de plus. La fonction F est 
developpable sulvant les puissances de 

y/'i pi cos Wj = \/2 La cosXa? /‘2 pi sin to J sinA2r 

quantites que nous appellerons pour abreger Les coefficients 

du d^veloppement dependront d’ailleurs de L^ et de )h* 
L’expression 

5 dri — pi d<x>[ = id'ri — L2 

^tant une differentielle exacte, nos equations (10) resteront cano- 
niques quand on prendra pour variables L^, ri et s’ecriront 
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Les seconds membres des equations ( 3 i) sont developpables 
suivantles puissances des ^ et des v) ; voila ce qu.'il y a de nouveau. 
Si nous posons coinme dans le Chapitre precedent 

^ d d d 

A = -j H i- /lo > 

dz dwi clw^ 


et que nous cherchions les developpements de nos inconnues L,, 
71 en fonctions de t etdes <v sous la forme (20), (27) ou (28), 
nous verrons que ces ddveloppements satisfont aux equations 


(32) 




AX^ — 


dU’ 




si nous rappelons que Fo= est egal a 


M' 

2 L\2 


■4- ) — — 


2 L| 


•T” fli 




nous voyons que nos Equations s’ecrivenl 

( .r dFi M'l rfF, 

ALi_— aXi- Lj 

A. , .F, 

I + AT)-n,; = iA^. 

II resLe k faire le choix des constantes d’integration ; je ne choi- 
sirai pas les valeurs initiales des inconnues, comme dans les deve- 
loppements (20), ni leurs valeurs moyennes comme dans les 
developpements (28); je prendrai : 

I® La valeur moyenne de (pour t = o, bien entendu) que 
j’appellerai LJ; 

2^ La valeur moyenne de li que je supposerai nulle; 

3^ La valeur moyenne de 

que j’appellerai E, a cause de son analogic avec rexcentricite ; 

4 ° La valeur moyenne de 

^ sin tV2 cos CV2 

que je supposerai nulle. 

Je vais alors montrerque nos inconnues sevont developpables 
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aawant les puissances de 

Ecos(^ 2) EsinM^2* 

On a en premiere approximation 

Li = L } , Ai = , 1 = E cos = E sin (^ 2 ; 

el la condition est done remplie en premiere approximation. 

Je dis cpie si elle est remplie en (/i — approximation, elle 
le sera en Considerons d’abord la premiere equation (33), 

le second inemLre est de la forme 

I^es B sont a uii facleur numerique pres des derivees de F ou 
il faut substituer aux inconnues leurs valeurs de premiere approxi- 
mation; ils sont done developpables suivant les puissances de 
£ cos(Y 2 el E sin(V 2 . Les sont des monomes entiers par rapport 
a oL,, 5 )h, S;, oiq auxquels il faut substituer leurs valeurs de 
( n — approximation. Ges valeurs par hypotbese sont deve- 
loppables suivant les puissances de Ecos(v ^2 Esiiiop^- Notre 
second membre est done developpable de la m4me fagon. 

Notre equation est done de la forme (i3) du Cliapitre VI; nous 
avons vu, aux n*'" 109 et 114, comment pent s’intdgrer une Equation 
de cette forme; nous a^ons indique deux manieres de le faire, soit 
en p reliant 

p sin ( /ii H- /r 2 k)^ sin h 

Lo = ^ — j ? 

/i 1 /Ij -1- /C 2 71^ 

soit eiFprenant 

C _ p 4- A ) 

ki Til 

(c/. 11 ^ 114). Ici il faut employer le second procMe et ajouter 
ensuite la constante LJ, puisque nous voulons que la valeur 
moyenne de L, se reduise a LJ. On voit aisement qu’en operant 
de cette fagon L{ reste ddveloppable suivant les puissances de 
Ecos (^2 E sinu’o. Il pourrait n’en etre pas de meme si I’on avail 
opere de la premiere maniere, car il pourrait s’introduire des 
termes en E, E^^ £ 5 ^ 

Passons a la deuxi^me Equation (33); il faut dans le second 



LE probliLme restreint. 


191 

membre siibstituer a la place de Li sa valeur de approxima- 
tion et a la place des autres inconnues leurs xaleurs de (/? — 
approximation. Cette equation prend alors la meine forme que la 
precMente et se traitei'ait de la meme facon. 

Prenons enfin les deux dernieres equations (33); dans les 
seconds membreSj substitiions aiix inconnues leurs valeurs de 
(/i — approximation; on verrait comme plus haut que ces 
seconds membres sont developpables suivant les puissances de 
Ecoscco Esini^Vo, de sorte que nos equations preniientla forme 

I -h 712'/] = A C0s(^l ^’^'1 -r ^^2 ^2 )i 

(34) ^ 

I At) 712 ^ ^ COS(/li Wi -h /C-2 )i 

od A, A^, A, dependent seulement de L] et ou q est tin eiitier de 
m(5me parite que et au moins egal a | A'o j. 

Comment peut-on integrer ces equations? Nous commencerons 
par mettre a part, dans les seconds membres, les Lermes oii = o, 

/c 2 = =ti, et conservant seulement I’ensemble des autres, nous 
ecrirons les equations (34) sous la forme' sui van le 

I A^ 4- «2'0 = 2 B tP cos© 4-^ C zP sino 4-^ ^ cos(^ 4-^ c sines, 

I At] — 7^2^ =2 cos© 4 - ^ sincp 4-^ cosep 4“^ sinci. 

Ici j’al ecrit o pour Ai -{- AiiVo ; j’ai designe par p la plus 
grande des valeurs de I’exposant m. Les coefficients B et C sont 

les somines ^[x^AcosA, ^pi^Asin/z, etendues aux terines en 

cos© ou sincp ou Texposant de t est ^gal a /?; les coefficients h et c 
sont les sommes analogues etendues aux termes ou I'exposant de 
est egal a m < /?. De meme pour C^ b’ d, 

Jc poserai alors 


B^ 7 l 2 — Gv 

2 — B772““C'v 

^ - ,Pcosy. 


iBv- 


■G'ti, . 

— ^zP sino, 

- i ’ 


21i! 


^ V* — nl 


-zP simp, 
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V = A'l Tl\ -+• h<i 


IN OS equations (35) deviennent alors 


Af + rt,V' = - ^ 


cosc:> -h V c siiio, 


I At/' — 712 f ^ 4- 2 cos cp -4- ^ sin cp. 


Ces equations (36) sont de meme forme que les equations (35), 
seulement Fexposant maximum de t n’est plus que /? — i au lieu 
de /?; de sorte qu’en continuant de proche en proclie le meme 
precede on finira par integrer completement les equations (35). 

J’observe alors que, si les seconds membres de (33) sont devc- 
loppables suivant les puissances de Ecosi^Vo? EsiniVo, il en est 
de m^me de de 'r[ et par consequent des seconds membres des 
equations (36). 

J’aurais done demontre que ^ et ‘q sont developpables suivant la 
meme forme, si les formules pr^cedentes ne se trouvaient en defaut 
dans le cas ou v- = nj, e’est-a-dire ou = o, /co = ±: i . C’est pour 
cette raison que j’ai mis a part les termes ou k\ = o^ 
d’ou o — di iPo j il me reste a en etudier Finfluence. 

Reprenons done les equations (35) en faisant o = dans les 
seconds membres ; nous pourrions aussi supprimer dans ces seconds 

membres les signes ^ puisque nous n’avons plus qu’une seule 

sorte de termes, les termes en (^'’ 2 * 

Posons cette fois 

? = f-i- ^4- == Vj'-l- r/-h 

OU 
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nos Equations devlennent alors 

[ 7Z2V]"' = — ^ ^ T"* COS ^ CT^^sincPo, 

(38) *, ^ - 

I Ay)'"— 722^'"= — "h ^ cos {^2-4- sin 

et Fon voit que dans les seconds membres Fexposant de t ne pent 
depasser p — i ; on arrivera ainsi de proche en proclie a Fintegra- 
tion complete de Fequation. On remarquera qu’en operant de la 
sorte, si les seconds membres des equations (35) sont developpables 
suivant les puissances de Ecosops, Esinop^, il en est de meme de 
7)', ri'^ et par consequent des seconds membres des equa- 
tions (38), et Fon en deduira qu‘il en est de meme des valeurs de ? 
et de 7) que Fon obtient par ce precede. 

On est fmalement ramene au cas de /? = o ; cas ou Fon a simple-' 
ment 

Si, dans les formules (3^), on suppose /? = o, on obtiendra les 
coefficients de cosft^o et de sinPV 2 dans et dans t]*, en designant 
par et les expressions de ? et de obtenues par le precede 
que nous venons d’exposer; on voit ainsi que les valeurs moyennes 
de cosppo -h sinoPo et de ^*sinpP 2 — T^^costts sont nulles. Ce 
que nous voulons e’est que ces valeurs moyennes se reduisent a E 
et a o, il conviendra done d’ajouter respectiveinent a et a un 
terme Ecospp 2 et un terme Esin(V 2 * Elies ne cesseront pas en effet 
pour cela de satisfaire aux Equations (35). Elies ne cesseront pas 
d’etre developpables suivant les puissances de EcostVo et Esinpv 2 . 

Si au contraire nous avions pris comme donnees de la question 
les valeurs initiales ?o ^t t^o de ^ et tj; il aurait fallu ajouter a 5* et 
a 7|* un terme G cos tV 2 + H sin w’o et un terme G sin (po — H cos 
ou io — G et 7)0 + H seraient ce que deviennent les et 7|* quand 
on y fait T:=^v^ = (v^ 2 =c^. Dans ces conditions Geos tT’ 2 +H sin pPo? 
GsinpP 2 — H cos (Vo seraient pas developpables suivant les 
puissances de Ecos(V 2 j Esin(V 2 et il en serait de meme de 

5 = ^* -h G cos -H H sin 
71 =z7]* -j- G sin — H cos fV 2 . 

13d.. On aurait pu presenter Fanalyse precedente sous une autre 

P. — I. i3 



194 

forme. Posons 
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X = ? H- i7], Y == ? — rq, 

notre fonction F sera developpable suivant les puissances de X et 
de Y, etnos equations deviendront 

.T V. Mi , _ dFi 

hi ' 

. dFi .dFi 

AX — i/i2X = 2£[JL-^, AY 4-^21 



car 


XdY-h2i^dq 


est differentielle exacte. 

Les deux dernieres equations (dg) peuvent s’ecrire 


(39 bis) 


dF 

A ( X 6-^3 ) = 2 i |X J 


A ( y ) = 21 «X 


^Fi 


11 s’agit de demontrer que L<, A, ? X, Y sont developpables sui- 
vant les puissances de Ecos(P 2 j et Esint^iPo ou, ce qui revient au 
meme, suivant celles de 

Cela est vrai en premiere approximation; je suppose que cela le 
soit en (n — approximation et je me propose d’etablir que 
cela est encore vrai en approximation. 

Pour cela je substitue, a la place des inconnues dans les seconds 
membres des equations (dg) et (dg to), leurs valeurs de {n — 
approximation. Alors les seconds membres des equations (dg) sont 
developpables suivant les puissances de Ee^'^s. Ceux des equa- 
tions (dg bis) sont dgaux a un pared developpement multiplie 
par ou par 

Je dis que cette propriete ne se perd pas par Tintegration. Soit 
en effet r^quation 

(4o) Aw = P, 

ou est une fonction connue de t, de E et des pp; je suppose que 
soit developpable suivant les puissances de t et de Ee~^^ 2 , 
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que de plus ceLte fonction etant periocUque en soit en outre 
developpable suivant les cosiniifi et les sinus des multiples de 
ou si Ton alme mieux suivant les puissances de En d’autres 

termes je suppose que soit developpable sous la forme 

ou A. esL Independant de t, tri, ou k\ et sonl dos 

entiers satisfaisant a la condition 

(42) q~k^-\-s (mod 2) g=\k2^s). 

C’est bien la la forme des seconds membres des equations (89) 
et (89 bis)^ rentier s etant egal a zero pour les equations (89), 
a 4- I et a — i pour les equations (89 bis). De plus ces seconds 
membres dependent encore de et de L], et sont developpables 
suivant les puissances de p., mais nous n’avons pas a nous en 
inqui^ter. 

Je dis que Fequation (4o) nous donnera aussi pour Finconnue u 
un developpement de la forme (4i) avec la ineme valeur de 
Fentier pour^m qua nous conduisions V integration de telle 
sorte que la valeur moyenne de u soit nulle^ ou soit egale d un 
developpement de la forme (40 (c’esL-a-dire, puisque cette 
valeur moyenne est independarite de t et des ir, soit developpable 
suivant les puissances de E, les exposants etant tons de m^me 
parite que 5 et au moins egaux a s). 

Si nous nous reportons en effet aux n^® 98 et H 4 , nous verrons 
que cliaque terme du developpement (40 ^ nows donnera 

termes dans Fexpression de u et que ces m + i tei'mcs 
seront de la forme 

BE*7 zP Wi-H W.J ^ 

ou B est une constante, et ou les entiers q^ A'o ont memes 
valeurs que dans le terme dii developpement de v d’ou Fon est 
parti et satisfont par consequent aux conditions (4^); ou enfin on 
donne a p les valeurs o, i, 2, m, si et/r2 ne sont pas nuls et 
Ja valeur m h- i si ki et k^ sont nuls. 

Ainsi u est bien de la forme ( 40 - 

Alors en envisageant d’abord la premiere Equation (89), nous 
voyons que Li est developpable suivant les puissances de 
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il en est done de meme de en vertu de la deuxieme equa- 
tion (Sg) et par consequent de Aj. 

La premiere equation (89 bis) nous apprend que est 

developpable sous la forme (40? ^ etant dgal a i; et par 

consequent que X est developpable suivant les puissances de 
et la seconde equation (89 bis) montre qu’il en est de meme de 1 . 
Le theoreme enonce est done etabli. 

136. II resulte des deux numeros precedents que, dans le cas du 
probleme restreint, les developpements (27) de nos inconnues 
peuvent se mettre sous une forme particuliere. 

En raisonnant comme an n° 69 on verrait que I’on a 

Li — L}, Xi — q — E 005(^2, 

— E sin cos tPi-f- 

ou le premier membre est Tune ou Tautre des quatre quantites. 

(43) Li— LJ, Xi — E cosppg, ''l — E sin t^ 2 ) 

et ou le second membre, qui s^annule pour p. = 0, est develop- 
pable suivant les puissances de p, E et t et suivant les cosinus et 
sinus des multiples des iv, de telle facon que A et Ii dependent 
seulement de LJ et que Tentler q satisfasse aux conditions 

(44) (mod 2 ), 

En raisonnant comme aux n®^ 71, 86, 111, on verrait que ces 
developpements ne doivent pas changer de signe quand on change 
T et uv en — *: et — II en rdsulte que k doit ^tre dgal a o ou 

a — II est egal a 0 si m est pair, et a — ~ si /n est impair dans 

les developpements de 

Li— LJ, \ — EcosfV2. 

II est egal a o si m est impair, et a — ^ si m est pair dans les 
developpements de 

TQ — Esint^2* 


On satisfera aux equations du mouvement en faisant dans les- 
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cleveloppements (43) 

'3 = 0 , = riJi t. 

On pourrait deduire de tout cela que les quantiles que nous 
avons appelees et n’- au n® 129 sont devcloppables non seule- 
ment suivant les puissances de [ji, mais suivant celles de E cos fro, 
E sinpTo, et comme ces quantiles sontdes constantes ind^pendantes 
de (Po, qu!elles sont de^eloppables suivant les puissances de p. 
et de E-. 

137. Solution periodique, — Je suppose que, dans les equa~ 
tions (43), je fasse 

-1 = 0, Wi — n\t-^ Tu/, 

j’aurai une solution des equations du mouvement (ou ne figure- 
ront pas de termesseculaires) et qui dependra de qiiatre constantes 
arbitraires 

L}, E, TtTi, ■^2* 

Donnons a la constante arbitraire E la valeur z&o; tons les 
termes du developpement(43) disparaitront sauf ceuxpourlesquels 
on a gr o et par consequent ^ 0 = o. Ces termes ne dependront 
pas de fro. 

Done, pour cette solution particuliere, les inconnues Li, Ti, 
\i , — (V’i sontfonctions de fri seulement; de plus, ce sont des fonc- 
tions periodiques de ff’i et par consequent du temps. 

Les distances mutuelles des trois corps sont done des fonctions 
periodiques du temps. Cest la une solution periodique dont Tim- 
portance est tres grande. 

Cest celle que nous avons etudiee en detail au Chapitre III du 
Tome I des Methodes nouvelles de la Mecanique celeste sous le 
nom de solution periodique de la premiere sorte. 

On voit que la solution periodique ainsi definie depend de deux 
constantes arbitraires; nous avons fait en effet E — o, de telle sorte 
que nos inconnues ne dependent plus de fro, ni par consequent 
de TiTo. II reste done deux constantes 

L}, wi. 

Les inconnues L^ et ? sont d^veloppables suivant les cosinus 
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des multiples de U’l, et les inconnues et ‘/] suivant les sinus des 
multiples de iVi . II en resulte que quand iVi est im multiple de 2 Tl, 
il y a conjonctio/i symetrique , c’est-a-dme que les trois corps sont 
en ligne droite (la petite planete etant entre le Soleil et Jupiter) et 
que leurs vitesses sont perpendiculaires a la di'olte qui les joint. 
Au contraire, quand est egal a un multiple impair de tu, il y a 
opposition symetriqiie^ c’est-a-dire que les trois corps sont en 
ligne droite (le Soleil etant entre la petite planete et Jupiter) et 
que leurs vitesses sont perpendiculaires a la droite qui les- joint, 

Ainsi les conjonctions et les oppositions syraetriques se suc- 
cMent periodlquement. 

Si nous prenons, pour origine du temps, I’instant d’une con- 
jonction symetrique, nous aurons 7u^ = o, et il nous restera line 
seule constante L| ; comme le moyen mouvement depend de cette 
constante, nous voyons que le moyen mouvement pent prendre 
toutes les valeurs possibles et qu’a cliaque valeur du moyen mou- 
vement correspond une trajectoire periodique de cette sorte. 

Dans la pratique, E n’est pas mil, mais tres petit, de sorte que 
la petite planete s’ecartera peu de cette trajectoire periodique. 

138. Remarque. — Reprenons nos developpements ( 20 ); nous 
avons vu an n° 132 que, pour obtenir les developpements ( 21 ), il 
fallait ou bien y faire {Vi=nit^ ou bien y faire t—o, 

(r/=: n\t et developper ensuite suivant les puissances de p., c’est- 
a-dire suivant les puissances de n \ — ni, 

Cela revient a dire que si Ton prend les developpements (25); 
si on y fait t — o, qu’on remplace uv par — /^/)T et que 

I’on developpe ensuite suivant les puissances de t, on retrouvera 
les developpements ( 20 ) d’ou Fon est parti. 

Nous av ons vu que Fon satisfait aux equations du mouvement 
en faisant dans les developpements ( 20 ) 

-r = o, 

Il resulte de la remarque que nous venons de faire que Fon y 
satisfera encore en faisant 

=/(07 /iD/CO; 

f{t) etant une function quelconque du temps. 
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Si, en particLilier, nous faisons /(()=£-]- nous vojons que 
Ton satisfait aiix equalions du mouvement en faisant 

=z t c, mt ~h TSi^(^ni— n'i)c. 

Nous voyons ainsi que la constante que nous avons appelee ei 
n’est autre chose que 

TSi-h(ni — rii)c. 

All lieu des developpeinents (20) envisageons les developpe- 
ments (28) ou figurent les constantes Lj et Xj qui sont les valeurs 
mojennes des inconnues. Ce qui caracterise ces developpenaents 
c’est que nv et n’y hgurent que par la combinaison ; 

nous aurons done 

Li ou Xi—fiL}, 

D’apres la remarque que nous venons de faire, on retrouve les 
memes developpements en remplacant t par zero et par 
nous aurons done 

Li ou Xi=f[L}, Wi-i-X} -h(n'i^ ni)'z]; 
si Ton remplace t par zero et par t + w/, on a 
Li ou X? =y*(L/, njjf -h Tsj/H- ), 
si Ton remplace t par t c et wi par ntt -f- s^, on a 

Li — Xi' = y’[L/, n’it -T- X| -f- Zi-\-{n'i — ri£-)c]. 

Chacune de ces formules ne conlient, comme il convient, que 
2 7Z constantes arbitraires reellement distinctes, a savoir L^- et 
pour la premiere ; Lj etXI-h — /2/)c pour la seconde. 



CHAPITRE VITL 

THEORIE feLfiMENTAIRE DES PERTURBATIONS SECULAIRES. 


139. Revenons au cas general du probleme des trois corps. 
All 104 nous avons montre que le terine general du d^veloppe- 
inent des inconnues est de la forme 

A Ofto cos ( V t -h h), 

ct nous avons classe les termes d’apres leur rang, c’est-a-dire 
d’apres la valeur du nombre a — m, 

Au n° 106 nous avons demontr^ trois theoremes au sujet du 
rang : 

1 ° II n’y a pas de terme de rang negatif; 

2 ® II n’y a pas de terme s^culaire mixte de rang mil ; 

3® II n’y a pas de terme de rang mil dans le developpement 
de oL/. 

Le probltoe dont nous allons nous occuper main tenant est la 
recherche des perturbations seculaires des planetes, c’est-a-dire la 
recherche des termes de rang nul. 

L’importance de ce probleme ne peut ^chapper a personne, 
puisque c’est de ces termes de rang nul que dependra la configu- 
ration du systeme solaire dans un avenir eloigne. 

Pour calculer ces termes de rang nul je vais reprendre les equa- 
tions ( 9 ) du n® 106 que je recris 



Nous savons que dans les SL^ il n’y a pas de terme de rang nul; 
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occupons-nous done d’abord de recliercher les termes de rang nul 
de et de 

Pour cela prenons la deuxieme et la troisieme equation (i), et 
dans les deux membres de ces deux equations ne conservons que 
les termes de rang nul (en effet, les deux membres devant etre 
identiques, les termes de rang nul du premier membre sont egaux 
aux termes de rang nul du second membre). 

Les deriv^es de sont de la forme 

(• 2 ) 

ou B est a an facteur constant pres une des derivees d’ordre quel- 
conque de F^ ou Ton a substitue, a la place des inconnues L/, li, 
i/, leurs valeurs de premiere approximation + 

Quant a e’est un monome entier par rapport aux oL/, 0X4, 

Nous avons vu au n® 106 que les termes de rang nul de oq/ et 
de Srii ne peuvent provenir que des termes de rang nul de — 

^p 

et dont le rang s’est eleve d’une unite par la multiplication par jj. 
et s’estabaisse ensuite d’une unite par I’integratlon. 

On obtiendra an terme de — ou en prenant dans le 

developpement (2) un terme ce terme est le produit de 

plusleurs facteurs qiii sont d’abord B et ensuite les divers facteurs 
oL, ... de OlV. II faudra prendre un terme dans chacun de ces 
facteurs et en faire le produit; on obtiendra alnsi differents termes 
du developpement de B 

Nous prenons un terme dans chacun des facteurs ; aucun de ces 
termes ne pent etre de rang n^gatif; le rang du produit ne pourra 
done ^tre nul que si ions ces termes sont de rang nul. Tous les 
termes de rang nul des oL, S?, oyi, SX sont seculaires purs. Tous les 
termes de rang nul du developpement de sont done seculaires 
purs, puisqu’ils sont le produit de plusieurs termes sdculaires purs. 

Ghaque terme du developpement de D]V dolt etre multipli^ par 
un terme du developpement de B pour donner un terme du deve- 
loppement de B51V. Un terme du developpement de BD]V ne pent 
donner un terme de rang nul dans 0^ ou Srj que s’il est lui- 
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meme de rang nul et, seculaire pnr. II doit done etre le prodiilt d’un 
terme de qui doit etre de rang nid et par consequent seculaire 
pur, par im terme de B qui doit etre lui-mexne seculaire pur si Ton 
vent que le prodiiit soit seculaire pur. Bien entendu les termes de B 
que j’appelle seculaires purs sont constants et ne contiennent 
aucun facteur Je les appelle ainsi simplement parce qu’ils ne 
contiennent pas de facteur trigonometrique. 

Nous sommes done amenes a recliercher les termes seculaires 
purs de B. Soit 

Fjf = A cos ( ki Xj[ — f" X.*2 X2 h )> 

oil A et li dependent des L, des ^ et des rj. 

Pour obtenir B, il faut prendre une des derivees d’ordre quel- 
conque, de Fb, multiplier par un facteur numerique et remplacerX/ 
par et les autres variables par des constantes. 

Considerons un terme quelconque de Fi. Si et/co ne sont pas 
iiuls a la fois, dans toutes les derivees de Fi le terme correspondant 
contiendra en facteur le cosinus ou le sinus de 
quand on y aura substitue + a la place de X/, il contiendra 

en facteur le cosinus oule sinus de = comme 

V ne sera pas nul, il ne sera pas seculaire pur. 

Pour avoir les termes seculaires purs de B, il suffit de reduii'e F^ 
a ses termes independants de et )v2. L’ensemble de ces termes 
sera designe par R; e’est ce que Ton appelle la partie seculaire 
de la fonction perturbatrice, 

Soit alors Bq I’ensemble des termes seculaires purs de B." Nous 
vojons que Bq sera forme avec les derivdes de R comme B avec 
celles de F^ . 

Soit ce que devient lorsqu’on y remplace SL, 0^, oyi, SX 
par leurs termes seculaires purs de rang zero. L’ensemble des 
termes de rang zero de 

sera alors 

Comment avions-nous form^ Nous avions pris Tune 
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des deux expressions 


nous y avlons remplace 




L? -T- oL/, Uit oX/, -4- 0 ^ 2 , 7}/ -h OTj/, 

et nous avions developp^ suivant les puissances de 


Soient alors 


oL/, oX/, 0;/, or^j, 
DL/, DX/, t)^/, Dy]/ 


r ensemble des termes de rang zei'o de 

(\ -r f\«. f> 1. r\ 

oL/, oA/, 07]/. 

D’apres ce que nous venous de voir, cst forme avec 

R, DL/, DX/, D?/, D'Ai comme avec F^, 5L/, 5 a/, 5S/, o-/]/. 

On obtiendra done ^ Bp OILq en prenantl’une des deux expressions 


en y remplacanl 


dR 

Wi’ 


L/ -f* DL/, X/ H- 71/? -f' DX/, “I- D^/, H“ Dt]/, 

A 

et developpant suivant les puissances de 

DL/, DX/, D^/, Dt]/. 

Prenons la deuxieme equation (i) 


Nous avons 


r'dFr 








Si nous ^galons dans les deux membres les termes de rang nul, il 
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vient 

Or 

Done 



B„31L; dt. 




Si nous reduisons a ses termes de rang nul, e’est-a-dire a 
+ Dii, on aura 

dr:.i _dY)\i 

dt dt ’ 


et, par consequent, 
(3) 

et de meine 


dt ~ '■"rfv),’ 


(4) 


I ^R. 


Dans les deux membres des equations (3) et (4), il faut rem- 
placer 

L/, Xij, \i et TQ/, 

par 

L® -h DL/, Xj -4- Tijf i -H DX/, -h 


Mais DL/ est nul, puisque L^- ne contient pas de terme de rang 
nuL De plus R ne depend pas des X/, et il en est de m^me par 

consequent de de done les \i ne figurent pas dans les 

Equations (3) et (4). 

11 SLiffira done de remplacer 

par 

L?, 

Ainsi les equations (3) et (4), ou Ton doit regarder les hi 
comme des constantes, formentunsysteme d’equations canoniques 
qui definissent les termes de rang nul des ? et des et par conse- 
quent les perturbations s^culaires des excentricites et des inclinai- 
sons. 
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140. L’ analyse precedente pent se presenter sous une forme un 
peu diff^rentej quoique an fond ^quivalente. 

Considerons le terme general du developpement (i i) du n^ 108; 
il s’ecrira 

[jl“ a cos ( /ci -H /io Wo -h a ) ; 

comme il ne peut etre de rang negatif, on a m<<a. Si done je pose 
[jL'T = notre terme s’ecrira 

\x'^~ Pi.z^ ^ cos(/ri Wj -4- W2 “+" A ), 


de sorte que nos developpements procederont suivant les puissances 
positives de [j. et de t', et suivant les cosinus et les sinus des mill- 
tiples des 

Ces developpements satisferont aux equations du mouvement et 
en particiilier a Tequation 

dt ^ ^ 

quand on y fera 

= |Jl( i -5- C). W/ = 7]f* ^ -4- £/. 


Mais on a alors 


dt 


d\i 


d\i 


d\i 




Noire Equation devient ainsi 


(5) 


A?,- = - 


dF, 


Les deux membres de cette equation sont deveJoppables suivant 
les puissances de [a, de t', et les cosinus des multiples des 

dP 

Nous obtiendrons les termes de rang nul de ou ceux de — 

en y faisant ^ — o (je suppose, bien entendu, que, quand je fais 
0 , demeure fini). Dans ces conditions, ^/reduit a ses termes 
de rang nul ne d^pendra plus des tp, puisque tons les termes de 
rang nul sont s^culaires purs, de sorte que 
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Faisons de meme pi = o dans cela revient a remplacer dans 

cette derivee les Inconnues L/, v]/, Xi par I’ensemble de leurs 

lermes de rang zerOy c’est-a-dire par LJ, + 


DA/. iSoit done 


sin 


(^F 

un terme quelconque de — depend des des t] et des L. 

Si, dans ce terme, je remplace 


il deviendra 




Ao (/m (ri-f-A'2(r2-hA), 


ou Ao est ce que devient A apres cette sabstitiuion, tandis que 
h = Zr 2 X 2 *+• A'l DXj -i- DX2. 

Les termes de rang sont seculaires purs et par consequent 
independants des iv ] il en resulte que Aq et h sont independants 
des (V. Done notre terme a pour argument k^ (Vi + 

Or nous lie devons conserver que les termes seculaires purs, 
c’est-a-dire independants des (r. Ce sont ceux oii /^•^ =3/10=0, 

dP 

e’est-a-dire ceux qui proviennent d’un terme de — indepen- 
dant de >m et de Xo* 

Or I’ensemble des termes de — independants de et de Xo, 
c est preciseinent — • 

Si done nous ^galons, dans les deux membres de I’equation ( 5 ), 

les termes seculaires purs de I'ang un |je dis un etnon zeroy parce 

dPi 

qu’un terme de rang z^?^o de — me donne un terme de rang an 

dP 1 

du second membre de ( 5 ) — Irouve 




( 6 ) 
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oil il faut remplacer L/, i/, v)/ par LJ-, + + c’est- 

a~dire reduire L/, ^r\i a leurs lermes de rang mil. 

Je trouve de meme 


(6 bis) 




Comme d’ailleurs, quand q el'fi sont reduits a leurs termes de rang 
mil, on a 


dt 


' d-:' 


je puis ecrire 


(1) 


^ ^ _ cm 

dt~ d^i 


Les equations canoniques nous do nne rout done les termes 

de rang nul des \i et des ‘(\i. 


141. Comment pouri'ait-on se servir de la derniere equation (i) 


pour calculer les termes derang^dro de oX^-; ces termes sont ce que 
nous avons appele DX/. 

Nous avons vu au n^ 106 que Fintegrale 



d^ 

dhi 


dt 


ne pent nous donner que des termes de rang un^ au moins. Quant 
a la premiere integrale 


V- 



dFi 

(Tkk 


dt^ 


les termes derang zero qu^elle pourrait nous donner ne pourraient 
provenir que des termes de rang un seculaires purs de 

dLk = -^J-^^dt. 


Or Poisson a demontr^ que ces termes n’ existent pas. 

Ainsi nous n’avonsa considerer que la troisieme integrale; mais 
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nous ne pourrons Vetahlir qu^apres ai'Oii: demontre plus loin 
le theoreine de Poisson. 

Quant a la troisieme integrale, on verrait comme au numero 
precedent que les termes de rang zero qu’elle pent donner sont 
compris dans la formule 


de sorte qu’il reste 

( 8 ) 

Dans le second membre ^ depend des L/, des et des tj/, mais 

ne depend pas des il faut bien entendu y rexnplacer L/, 
par j Di;/, 

Done, quand on aura determine a Taide des equations ( 7 ) les 
termes de rang zero des i et des vj, e’est-a-dire les perturbations 
seculaires des excentricit^s et des inclinaisons, il suffira d’une 
simple quadrature pour determiner les termes de rang zero des \ 
e’est-a-dire les perturbations seculaires des longitudes moyennes. 

142. Forme de R. — Connaissant par le Cbapitre IV la forme 
de F^, nous pouvons en deduire R, puisqu’on obtient R en suppri-* 
mant dans les termes qui dependent des X. 

Nous avons vu aux n'^ 83 et 86 que Ton a 

Fi = 2 A pf pf= pf pf cos kiXi-^ 2 Pi , 

\ dependant seulement des L/. Nous avons vu que les entiers 2 q 
et p satisfont aux conditions 

2 qi~p£ (mocla), ^qi'i\Pil 

Nous avons vu au n® 87 que 

et enfin au n® 88 que p^-hpji est toujours pair* 

Voyons quelles sont les consequences de tons ces faits. Nous 


L dh/^’ 


//R 
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voyons que F^ est developpable siiivanL les paissances de 

— /^ p/costo/, ?)/= \/2pi sinoj/. 

II en est done de meme de R et le degre d’tin terme quelconque 
par rapport aux ^ et aux v) est precisement 


Dans R tons les k sont nuls; et Ton a 


^ ^ = o 

et par consequent 

'^p = 0, 


et comme 2 q est de meme parite que p 

‘2 2 q = 0 (mod 2). 

Ainsi le de^eloppement de R suivant le$ puissances des I et 
des 71 ne contient que des termes de degre pair. 


\ cause de la condition ^ yO = o, nous vojons que R ne chan- 
gera pas quand on changera qi et vi/ en 

COSE — 7)/ sine, sine H- T,i cose. 


On a 


• 7)/ Sine, 


( mod 2). 


C’est-a-dire que la somme des entiers p relative d toutes les xm-- 
riables obliques (e'est-a-dire aux variables qui determinent les 
inclinaisons) est paire. 

Et comine on a 

on aura aussi 

(modi), 

e’est-a-dire que la somme des entiers p relative d toutes les ua- 
riables excentriques (e’est-a-dire aux variables qui ddterminent 
les excentricites) est paire. 

i4 


p. — I. 
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ComiTie 2 fj est de menie parity c^uc on on conclut (jne 
%qr^ et 2^/4 H- 2q^ sont egaleinent pairs. 

Ainsi le dheloppement de R sui^ant les puissances des I et 
des 71 ne contient que des termes qui sont de degre pair ^ tant 
par rapport aux variable^ obliques que par rapport aux va- 
riables excentriques. 

Toutes ces proprietes s’etendent imm^diatement au cas on il y a 
plus de trols corps. 


143 . Dans une premiere approximation, nous pouvons negliger 
les quatrieines puissances des excentricites et des inclinaisons. 
G’est ce qu'a fail Lagrange. Les equations ( ^) prennent alors une 
forme particulierement simple. 

Soil en effet 

R = Rfl H- R2 ■+• R4 -f- . . . 

le developpeinent de R oii nous designerons par R^ I’ensemble 
des termes de degre p par rapport aux ; et aux ^r\. Si nous negli- 
geons les quatrieines puissances des ; etdes ri, il restera 

R = Ro ■+" Rg) 


et comme Ro ne depend pas des % et des ri, nos equations (7) 
deviendront 


(7 bis) 


d^i <A)j _ ^^R. 


.Comme R2 est du second degre par rapport aux ^ et aux y\ les 
seconds membres seront lineaires par rapport aux ? et aux ri ; et 
les coefficients de ces expressions lineaires ne dependent que des 
constantes 

Les equations (7 bis) sont done des equations lineaires d 
coefficients constants. 

Nous savons ensuite que tous les termes du d^veloppement 
de R sont de degr^ pair a la fois par rapport aux variables obliques 
et par rapport aux variables excentriques; dans R2 nous pourrons 
done avoir des termes de degr^ deux par rapport aux unes et zero 
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par rapport aux autres, ou inversement; inais nous ne pourrons 
pas avoir de termes de degre un par rapport aux unes et un par 
rapport aux autres. 

On aura done 

dependant seulement des variables excentriques et R.', seule- 
ment des variables obliques. Le systenie (y bis) se decoinposera 
done en deux autres 


(7 

( 7 quater) 


dt ~ ^ dfii ’ 


dbr\i __ 

d^ii _ 

~df 


Le premier ou ne figurent que tes variables excentriques deter- 
minera les pei'turbations seculaires des excentricites ; le second ou 
ne figurent que les variables obliques determinera les perturba- 
tions seculaires des inclinaisons. 

D’autre part, F^ ne change pas quand on change les signes des \ 
et des CO, e’est-a-dire les signes des A et des 7^ {voir n*^ 86 ); done 
R et Ro ne changeront pas quand on changera les signes des v). 
Done Ro ne contieiidra que des termes de degre deux par rapport 
aux ^ et zero par rapport aux ’/j, ou inversement, mais pas de 
terme de degre un par rapport aux ^ et un par rapport aux v) ; il 
en sera de ineme de et de R". On aura done 

R' = 

R''=:S'' 4 -T'', 


ou et S" ne dependent que des tandis que et T!, ne d^- 
pendront que desri. 

Nous avons vu ensuite que R ne change pas quand on change \ 
et 7 ], en ? coss — Yj sins et i sins + 7 ) coss. 11 doit done en toe de 
meme de et de R) ; mais dans ces conditions R^ devient 

83 coss — 7j sine)-h Tg (3 sins -i- Y] coss), 
ou 

cos^e S2(D — ‘A COSE sine 

-h sin2£T2(D-H acosssine^ \ -h cos^s T^(7]). 


^S' 

di 
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Pour qiie cette expression, quel que soil s, se reduise a 
^2 ”^2 (‘'1 )' 

il faul que I’on ait 

, s'ji)=T;(0, 

' VI ^Si 

( 9 ) 

S^(Tl)=T^(Tfl), 


c’est-a-dire que ioit fome avec les ^ comryie avec les /). 
De m 4 me pour S'l et T'l. 

]>Jos equations deviennent alors 


( 10 ) 


d^i _ dTi ^ 

dt-^dU’ 


pour les variables excentriques et 

dTl d^i _ 


(lo bis) 


dt 


IX- 


drii 


dt " ^ d^f '■ 


pour les variables obliques. 


144 . Integrales diverses. — Les equations (lo) ou (lo bis) 
admettent iin certain nombre d’integrales importantes. D’abord le 
sjsteme (lo) ou (7 ter) admet I’integrale des forces vives 

(i i) R^j = const. 

De meme le syst^me (10 bis) ou (7 quater) admet I’integrale 
des forces vives 

(ji bis) Rg = const, 

Prenons maintenant les equations (10), multiplions la premiere 
par it, la seconde par y\i et ajoutons; il viendra 



Mais, en vertu des Equations (9), le second membre est nul; nous 
aurons done 

(la) + 
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La sommation doit etre etendue a toutes les variables excen- 
triques. 

En traitant de la meme maniere les equations (lo bis)^ on trou- 
verait 

{vibis) )= const.; 


la sommation etant etendue cette fois a toutes les variables 
obliques. 

Les int^grales (12) et (12 bis) ne sent pas autre chose que les 
int^grales des aires. Nous avons vu en eflet au n® 90 que ces inte- 
grales s’ecrivent 





= const. 


S’il y a plus de deux planetes, nous ecrirons plus generalement 



le signe ^ signifianl que le terme explicitement exprime 

••• 

se rapporte a la premiere planete et qu’il faut y aj outer les termes 
analogues relatifs aux autres planetes. 

La troisieme Equation (i 3 ) peut s’ecrire 

(i4) ^ L- const., 

la sommation s’etendant cette fois a toutes les variables i et yj tant 
excentriques qu’obliques. Cette equation doit ^tre identiquement 
v^rifi^e quand ony subslitue, a la place des inconnues L, ? et ir|, 
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ai4 

leurs developpements suivant les puissances de ui, de z et suivant 
les cosinus et ies sinus des multiples des (v; ou bien encore, si 
ayant pose jjlt = comme au 140, on suljstitue aux inconnues 
leurs developpements suivant les puissances de p., de V et suivant 
les cosinus et les sinus des multiples des w. 

Le premier meinbre se presente alors comme line fonction de p., 
de et des cv, et cette fonction doit se reduire identiquement a 
une constante; elle se reduira encore a une constante quand on y 
fera [jl " o. 

Or si Ton fait p. = o, z' restant fini, les inconnues L, i, y) sont 
reduites a leurs termes de rang ce qui vent dire que bequation 
(i4) est encore verifiee quand on reduit les inconnues a leurs 
termes de rang zero. 

Or dans ces conditions L/ se reduit a Ly puisque oL/ ne contient 
pas de terme de rang zero/ de sorte que ^ L est une constante. II 
reste done 

^(|2-i-r,2)= const., 

les i et les v] etant supposes reduits a leurs termes de rang zero. 
C’est la somme des equations ( 12 ) et (12 dis). 

14S. Remarque. — II faut observer que nous avons fait impli- 
citement une hypothese qibil est necessaire de signaler parce 
qu’elle pourrait passer inapercue : c’est que toiites les planetes 
lournent dans le meme sens. Voici comment elle s’introduit. 

Nous avons pose 

G = Lv^i — © = Gcosf, 

Si done L est positif, G est plus petit que L et positif lui-m^me; 
0 est egalement positif et plus petit que L. 0 en resulte que 

pi = L — G, p2 = G — 0 

sont positifs et que les ^ et les t] sont r^els. 

Si au contraire L est negatif, il en est de meme de G et par con- 
sequent de 

Pi = — p2= G(i — cost)* 

Done les ^ et les yj sont imaginaires. 
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Si done nous voulons qiie les ^ et ies y] soient reels, il faut que 
les L soienl posilifs. le inojen mouveinent d’line planete est 
egal a iin facteur positif (dependant des masses) divise par L^. 
Supposer les L positifs, e’est done supposer que tous les moyens 
mouvements sont positifs, e’est-a-dire que toutes les planetes 
tournent dans le meme sens. 

Supposer les L positifs, ce n’est pas restreindre la generalite. 
En elfet, une planete qui se meut dans le sens retrograde sur une 
orbite d’line inclinaison i pent etre envisagee comme une planete 
se mouvant dans le sens direct sur une orbite d’une inclinaison 
TT — f.-Il est done permis de supposer que toutes les planetes se 
ineuvent dans le sens direct. 

Mais, dans I’analyse qui precede, nous avons suppose les incli- 
naisons tres petites. Elle ne s’appliquerait done pas a des planetes 
se mouvant sur des orbites dont les inclinaisons seraient tres 
petites, mais qui ne se mouvraient pas dans le meme sens; il faii- 
drait en effet les envisager comme des planetes se mouvant toutes 
dans le sens direct, mais dont les inclinaisons seraient tres petites 
pour les unes, tres voisines de tSo^^ pour les autres. 

Si Ton voulait neanmoins appliquer a ce cas les formules ana- 
lytiques precedentes, cela serait licite, mais a la condition de se 
rappeler que quelques-uns des ^ et des y\ seraient iinaginaires. 

Peu importe d’ailleurs puisque ce cas ne se presente pas dans la 
nature. 

146. Il s’agit d’integrer nos equations lineaires (lo) ou (i o bis). 
S’il y a /z + 1 corps, soit n planetes, il y a 2/z variables excen- 
triques et 2 /z variables obliques. Chacun de nos systemes sera 
done d’ordre 2 /z. 

On salt quelle est la forme generale des solutions d’un systeme 
d’ordre p d’^quations diff^rentielles lineaires a coefficients con- 
stants. Soient 

X<Xy • • • ? 

les inconnues; soient 

at, as. 

les racines d’une Equation algebrique facile a former et dite equa- 
tion deter mi nante. 
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A chacune des racines a^* correspondra une solution particuliere 
du systeme qui s’ecrira 

les etant des constantes faciles a calculer; et la solution gene- 
rale sera 


Xi — A2B2/, . . + A^BpX;e*p^ 

les A etant des constantes arbitraires. 

Dans le cas ou I’equation qui donne les a a des racines multiples, 
il pent y avoir en outre des solutions dites rlegenerescentes qui 
sont de la forme 

00 k— 

P;7i etant un polynome entieren t. 

Nous allons appliquer ces principes soit au systeme (i 0), soit an 
systeme (10 bis). J’observe d’abord que I’equation qui donne les a. 
ne pent avoir de racine r^elle diflferente de zero. Si en eflfel elle 
avait une racine reelle a, le systeme admettrait une solution de la 
forme 

5/,= G/,e«S Y]A.= D/,e«^ 

les G et les D etant des constantes. On aurait done 

Mais le premier membre doit etre une constante, le second serait 
une constante ^ (C|4-D|) multipliee par un facteur variable 

Cela n’est possible que si les deux membres sont nuts. On aurait 
done 

e’est-a-dire 

$ = Trj = 0. 


Je dis maintenant que Tequation ne pent avoir que des racines 
purement imaginaires, e’est-a-dire dont la partie reelle soit nulle. 
Soit en effet a = p 4- fy une des racines et supposons que la partie 
reelle [3 ne soit pas nulle. Le systeme devra admettre une solution 



THEORItC ELEMENTAIRE DES PERTURBATIONS SECUL\IRES. 


217 


particuliere de la forme 

71/ =(Dyt-4- 

Cette solution est iinaginaire, mais la solution imagiiiaire conjuguee 
satisfera egalement aux equations lineaires, il en sera de meme de 
leur demi-somine qui est la partie reelle 

h = cosy^ — G/.eP^ sin y t, 

7)4 = D/ efi^cosy^ — D/ siny 

d’ou 

2 ( C'a? O'-? ) sin 2 Y f 

Or, si [3 n’est pas nul, entre les quatre fonctions i, e-P^cos-y^, 
e^P^sin^y/, ^-P^cosyZ sin^'^, il n’y a aucune relation lineaire a coef- 
ficients constants. L’egalite precedente, dont le premier membre 
est une constante en vertu des equations (12) et ( 12 bis)^ ne peut 
done avoir lieu que si tons les termes sont nuls. On a done encore 

d’ou 

? = 7 ) = 0 . 

Je dis maintenant que notre systeine ne peut admettre de solu- 
tion degenerescente. Supposons en efi'et qu’il en admette une 

(l 5 ) 

les P/f et les elant des polynomes entiers en t. 

Je puis toujours supposer que ces polynomes sont du premier 
degr^. En effet, si le systeme admet la solution il admettra 
Egalement la solution 

(i 5 bis) 

ou et Qjj. sont les deriv^es de Pa et de Qa. 
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De plus a sera purement imagiixaire; car si nous avons la solu- 
tion (i5)ou Pa clQ^sont supposes du premier degre, nous aurons 
aussi la solution (i5 bis) ou P^. et seront des constantes eta 
laquelle s’appHqueront les raisonnements precedents par lesquels 
nous avons etabli que a doit ^tre purement imaginaire. 

Soit done a = /y; la solution (i5) sera imaginaire, mais la solu- 
tion imaginaire conjuguee satisfera egalement aux equations, ainsi 
que la partie reelle. Cette partie reelle se composera d’un terme en 
^cosy/', d’un terme en Zsiny^, d’un terme en cosyZ, d’un terme 
en sinyZ. Soit done 

U = “nA- = 'nk 

cette partie reelle, ou et representent I’ensemble des deux 
termes en /cosyZ et ZsinyZ, et ou et representent I’ensemble 
des deux termes en cosyZ et sinyZ. 

On aura alors 

2 ^ ^ ^ '^k^k ) -+• 2 ( b A ^aO* 

Le premier membre doit etre une constante en vertu de I’equa- 
tion ( 12 ). 

est lineaire en cos^Y?, Z^sin’^yZ, Z- cosy Z siny Z, 

^(^A:?A>+ Zcos^yZ, Zsiii'-^yZ, ZcosyZsinyZ, 

cos-yZ, sin'-yZ; cosyZsinyZ. 

Or, entre les dix fonctions i, Z/^cos-y^, Z^sin- j^Z, Z^ cosy Z siny Z 
(yt> = o, I, 2), il n’y a pas d’autre relation lineaire a coefficients 
constants que 

cos^y Z -+- sin2y Z = i . 

L’equation prec^dente ne peut done subsister que si les termes 
en Z- ont tons pour coefficient z^ro ; on a done 

^l^A^ + ) = O) 

d’ou 
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ce qui montre qiie les polynomes et Qy^ doivent se reJuire a des 
constantes, c’est-a~dire qu^il n’y a pas de solution degenei’escente. 

147. Nos equations ne changent pas qiiand on change ^ en — 7 ) 
et 7 ] en puisque S 2 est forme avec les q coniine avec les '/i. 

Si done elles admettent une solution 

^ A' = G/,. q k ~ Da- 

elles admetlront egalement la solution 

?/, = - V,= Cke^t. 

De plus, elles ne changent pas non plus quand on change tj en 
— '/) et t en — de sorte qu'elles admettent egalement les solu- 
tions 

^A'= TQA-=— 

^A = -- ryA = — CAe-^f* 

Elles admettront done en outre les solutions 

j (Ga.— yia= i(GA— 

I ^A- = ( Ca+ 7)a = — i(GA-h 

Si done DA=d:fCA, Pune des deux solutions ( 16 ) disparaiL el 
la racine a pent etre simple. 

Si, au contraire, n’est pas egal a ± aCa, les deux solu- 
tions ( 16 ) sont effectives Tune et Fautre et la racine a doit etre 
double; mais les solutions ( 16 ), deduitesFune et Fautre de la solu- 
tion donnee, jouissent de la meme propriety; la valeur de Tja est 
4gale a celle de au facteur pres zb a. Nous pouvons done, sans 
restreindre la generalite, supposer 

Da = ±aGa. 

Soit done 

a = ty, 

(17) ?A-== G^e^'T^ r^k = dz 

D’apres ce que nous avons dit plus haut, nos equations admet- 
tront aussi comme solution 

( 1 7 dis ) ^A = Ga rik = q= a Ck^e-^'r^, 

Si y est racine simple, il n’y a pas d’autre solution en ni en 
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de sorte que ces deux solutions doivent etre iinaginaires 
conjuguees, d’ou Ton conclut que est reel. 

Si Y racine double ou multiple, il faut modifier un peu le 
raisonnement. Si nos Equations admettent la solution (17), elles 
admettront la solution imaginaire conjuguee 

= Cle-iV, 'njc = iCU-iV, 

ou est imaginaire conjugue de G^, et par consequent en chan- 
geant et t en — yj et — t : 

r,u = ±iCle-^V, 

et, par consequent, 

ou le coefficient est reel. 

Nous pouvons done toujours supposer que dans la solution (17) 
le coefficient G/^ est reel. 

Je dis maintenant qu’on peut toujours supposer que si Ton envi- 
sage le signe ± place devant i dans la formule (17), e’est le 
signe -h quMl faut prendre. Si, en effet, e’etait le signe — , il suf- 
firait de changer yen — ^ ei Ponretomberait sur la formule (17 bis) 
ou le signe dz est renverse. 

Si nos equations admettent la solution (17), elles admettront 
^galement la solution imaginaire conjuguee, d’ou Pon conclut aise- 
ment que la partie r^elle de la solution (17) 

(18) ^x = Cacosy^, 7 ]/, = — CA-siny^; 


satisfait egalement aux equations. 

Nous sommes done conduits a chercher a satisfaire a nos equa- 
tions par des expressions de la forme (18); on en conclut 


dt 





Si nous substituons, par exemple, dans les equations (10), elles 
deviennent 


dT' 
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Comme S2 est forme avec les ^ comme T'^ avec les ces equa- 
tions etablissent entre les vi les memes relations lineaires qu’enlre 
les il suffira done de considerer Tune d’elles, par exemple 




Considerons les n variables excentriqiies i comme les coordon- 
ndes d’un point dans Tespace a n dimensions; I’equation 


representera une surface du second degre dans cet espace. J’ap- 
pelle 2 cette surface. Si n = 2^ e’est-a-dire dans le probleme des 

trois corps, cette surface est une ellipse dans un plan; si /2=z3, 
e’est-a-dire dans le probleme des quatre corps, e’est un ellipsoide 
dans bespace ordinaire, 

Cherchons les axes de cette surface Pour cela, consid^rons 
la sphere 

Cherchons a determiner de facon qu’elle soit bitangente 

r: 

a alors X sera la longueur de Faxe correspondant et les deux 

points de contact en seront les extremit^s. 

Or on sail qu’on arrive a ce resultat en envisageant la surface 
conique 

et exprimant qu’elle a une droite double; on trouveainsi les equa- 
tions 

Ces Equations nous donneront les valeurs de et les valeurs 
des qu’on en ddduira seront proportionnelles aux cosinus direc- 
teurs de Faxe correspondant. Or ces equations s’identifieront aux 
Equations (19) si Fon suppose 


2 
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Done les valeurs des y sont en raison inverse des carres des axes 
de la surface 82=1, et sont egales a 

_ 

* 

Quant aux et, par consequent, aux coefficients C;^, ils sont 
proportionnels aux cosinus directeurs de I’axe correspondant. 

Les solutions de la forme (18) sont done entierenient determinees 
quand on connait les axes de la surface = 1 en grandeur et en 
direction. 

Une surface du second degre de I’espace a n dimensions ayant 
n axes, nous avons n solutions distinctes de la forme (18). De cha- 
cune d’elles nous pouvons deduire une solution plus generale con- 
tenant deux constantes arbitraires A et A : 

^4.= AGa- cos( h- A), y)a= — AGa sin(Y^ H- A ). 

En additionnant ces n solutions, on trouve une solution conte- 
nant 2/z constantes arbitraires; on a done la solution generale du 
probleme. 

148 . Int^grales quadratiques. — La solution generale s’obtient 
done de la facon suivante : 

Soit y/l’une des n valeurs de y, la solution particuliere corres- 
pondante s’ecrira 

A^Ca cos(Yi^-i- Aj), tqa. = — A^G/a siu(Y/^ -t- A), 

et la solution gdnerale sera donnee par les equations 

(20) ^A= ^A/G/acos(y/^h- A/) 

et 

(21) A = — 2 A,- Qiik sin ( Y/ 4- A/ ) . 

Des n equations (20), je puis tirer les n quantiles 
A cos(YJf A) 


sous la forme 


At cos(yi t -H A/) •=: ^D/aJa- 
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De m^me, des n equations (21), je puis tirer les n quaiitites 
A sill I Y if H- A j, 

et, comme les coefficients G sont les memes dans les equations (20) 
et dans les equations (21), il viendra 

— A,-sin(Y/^ -h hi) — 

En faisant la somine des carres, il \ient 

( ^ j ^ = A; = const. 

Ce sont la des integrales quadratiques de nos equations; il y en 
a /?, puisque Pindice i peut prendre les valeurs 1,2, n. 


149 . Integrales lineaires. — Tout ce que nous venons de dire 
s’applique ala fois aux formules (ro;, relatives aux variables excen- 
triques, et aux equations (10 bis)^ relatives aux variables obliques. 
Voici maintenant une propriete qui appartient exclusivement aux 
Equations (10 bis). 

Reprenons les deux premieres equations (i 3 ). Ges equations 
doivent subsister quand les L, les ^ et les sont reduits a leurs 
termes de rang zero. Nous avons neglige dans R les quatriemes 


dR 


puissances des et, par consequent, dans ^ les troisiemes puis- 
sances. Gontinuons done a negiiger les cubes des ^ et, par conse- 
quent, les termes en ^0 ou ; les deux premieres equations (i 3 ) 
deviendront 


^7]2/Li = const., 




= const. 


Dans ces equations, les L/ doivent etre remplacees par leurs 
termes de rang zero, e’est-a-dire par les constantes L® et il reste 
les equations 

( 22 ) = const., = const. 

i 

Ge sont des integrales lineaires des equations (to bis). 

Cela prouve que equation qui donne y a une racine nulle. 
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Si nous prenons, en etfet, la premiere equation ('>-2), la con- 
slante du second membre pent prendre une valeur quelconque, car 
les valeurs initiales des ^ peuventetre choisies arbltrairement, Sup- 
posons done cette constante dilFerente de zero. 

Substituons dans Teqaation (22), a la place des leurs va- 
leurs (20); nous aurons alors une combinaison lineaire des 

cos(y^ h ) 

qui devraetre egale a une constante difierente de zero. Cela n’est 
possible que si un des cosinus se reduit a une constante, e’est- 
a~dire si Tun des y est nuL c. q. f. d. 


Cela veut dire que la surface dii second degr^ S'l = i a un de ses 
axesinfini, e’est-a-dire qu’elle se reduit a un cylindre, parexemple 
a deux droites paralleles, si 72 = 2, a un cylindre elliptique si 
n = 3. 

Ou bien encore cela veut dire que la forme quadratiqiie S2 peut 
etre nulle ainsi que toutes ses derivees, sans que vi, ... s’an- 
nulent. Dans ce cas, les equations (10 bu) se r^duiront a 


dt 


= 0, 


dt 


= 0, 


de sorte que les ? et les t, seront constants. 

C’est ce qu’il est aise de verifier; supposons en effet que les 
orbites de toutes les planetes soient dans un m^me plan, mais que 
ce plan n’ait pas ete choisi pour plan des 

A-Iors les inclinaisons ne seront pas nulles et les variables obliques 
I et fi ne seront pas nulles non plus. Mais les planetes resteront 
constamment dans ce memeplan; les longitudes des noeuds seront 
done constantes, ainsi que les inclinaisons. 

Or on a 

p2— (Lj— pi)(i — cost)- 

Le terme p, (i — cosi) est du quatrieine degr^ par rapport aux ^ 
et aux il a done ete neglige dans I’analyse precedente; il reste 
done 

p2 = L, (i — cost). 

se reduit a la constante LJ, et i est constant d’apres ce qui 
precede. Done p2 est constant. Si p2 et 0)3 sent constants, il en 
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esl de meme de et de '/jo, el de meme pour toutes les variables 
obliques qui peuvent ainsi ^tre constantes sans etre nulles. 

c. Q. F. D. 

150. Les equations algebriques d’ordre n qui donnentles valeurs 
des Y ont ete resolues numeriquement par Lagrange d’abord, par 
Le Verrier ensuite. On trouvera des details a ce sujet dans le 
Ghapitre XXVI du Tome I de la Mecanique celeste de Tisserand. 

Mais ni Lagrange ni Le Verrier n’ont employe les elements 
canoniques. 11 faut done faire altenlion au changement de notation. 

Au lieu de developper comme nous suivant les puissances des q 
et des 7], ils developpent suivant les puissances des 

A = esinm, I = e cosw, 

/? =: tangi sin6, ^ = tang jf cos 0. 

Mais en negligeant comme nous le faisons les cubes des excen- 
tricites et des inclinaisons, on a 

7]i = — 

^2=\/L^, Tf]2 = — 

Les L/ se reduisent a des constantes L^^, de sorte que les ^ et 
les '/I ne different des A, des des p et des q que par des facteurs 
constants. Le passage d’un developpement a I’autre est done im- 
mediat. 


151. Premier cliaiigement de variables. — Reprenons les equa- 
tions 


(lO) 


d\i _ dT'^ dr^i __ 


Considerons la surface du second degre 5^= i; cette surface est 
situee dans Fespace k n dimensions et nous avons convenu que les 
n variables excentriques ? 

^7 ^ 5 j •••} | 2«-1 


representent les coordonn^es d’un point dans cet espace. 

Rapportons maintenant cette surface a ses axes, que nous pren- 
dimns pour nouveaux axes de coordonnees. Soient 

^37 ^57 7 ?2«-l 


p. — I. 
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Jes coordonnees courantes par rapport a ces nouveaux axes. Ce 
seront des fonctions lineaires des coordonndes anciennes 

•••5 ? 2 ra - l > 

et Ton a d’ailleurs identiquement 

2^=2'"' 

car les deux membres de cette ideiitit(§ representent Fun et Fautre 
la distance a Forigine du point de coordonnees courantes. 

On aura, puisque la surface est rapportee a ses axes, 

2|JlS2 

Nous definirons de meme les r/ qui seront li^s aux v] par les 
merries relations lineaires que les aux On aura, par conse- 
quent, 

2hT; = — 
et 

2 ^- 2 '''" 

2*’ “2*'’’' 

et identiquement 


les sommations etant etendues a toutes les valeurs impaires de 
Findice i. Le changement de variables est done canonique, de sorte 
que le systeme (lo) devient 


(2.3) 


dt ~~ ^ dr{i ' dt d^i ’ 


Nous op^rerons sur le systeme 


(lo his') 


dt ^ dr^i ^ dt ^ d\i 


relatif aux variables obliques, comme nous avons op^r^ sur le sys- 
teme (lo). 
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Nous envisagerons le point dont les coordonnees sont les n va- 
riables obliques 

^ 2 } Is: • * • 7 7 

nous formerons la surface du second degr^ = i ; nous la rap- 
porterons a ses axes; nous designerons par 

^27 iiJ ^67 •**7 

les coordonnees par rapport a ces nouveaux axes. Nous defini- 
rons ... de la meiue maniere, c’est-a-dire que nous aurons 

entre les et les v] les memes relations lineaires qu’entre les ^ el 
les 

Dans ces conditions, nous aurons 

2|xr^ =— 


les sommations dtant etendues aux valeurs paires de i, 

Le changement de variables sera done canonique et le sys- 
teme (10 bis) deviendra 


{23 bis) 


^ drii _ dS\ 

dt~“ ^ dr;^ ’ dt dXi 


D’ailleurs il est clair que 


la sommation etant etendue a toutes les valeurs de Tindice L Le 
changement de variables est done canonique et le systeme (7) 
devient 


<^4) 


dt ~ ^dr/i' dt "■ ^ d^ii 


Si Ton tienl compte de la forme de S^, T^, S" , T^, on voit que 
les systemes (28) et (28 his) deviennent 
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AiCOs(*Yi^ “H hi)^ rii^ — A/ sin(Yj^ 4- Aj), 

At et hi etant des constantes arbitraires. 

On deduit de la 

Xr + =: const. 

Ce sont les integrales quadradques du 148. 

En les combinant, on Irouve 

2 ( K'- H- '')? ) = 21 ^ 

21tK^r •+■ Vi® ) =; - }x( S; 4- T; ) = const., 

les sommadons etant etendues, soit a toutes les valeurs paires, soit 
a toutes les valeurs impaires de i. Ce sont les integrales dn 
n'^ 144. 

Dans le cas des variables obliques, un des y est nul; soit 


il reste 
d’ou 


Y2/i — O? 

2 n ^ 

di ^ dt 

const., Y/ 2 ;i= const. 


Ce sont les integrales lineaires du 149. 

On voit avec quelle facilite on retrouve tons les resullats du 
Chapitre precedent. 


152. Limitation des excentricites et des inclinaisons. — Ces 
formules nous donnent le moyende trouver deslimites superieures 
que les excentricites et les inclinaisons des planetes ne pourront 
jamais d^passer. (Bien entendu, si Von tient compte seulementdes 
termes de rang zero et que Von neglige les puissances superieures^ 
des excentricites et des inclinaisons.) 

Nous avons trouve plus haut les integrales 

+ = 

d’ou, pour un angle quelconque e, 

11/ cos s TQ/ sin £ 1< At ; 
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les Ai sont des constantes que ron peut regai'der comme des don- 
nees de la question, puisqa’il est aise de les deduire des valeurs 
initiales des ? et des v), et que Ton peut siipposer positives. 

Si Ton se reporte maintenant aux equations ( 20 ) du n*’ MS, on 
verra que I’on peut supposer que Ton a 

5/, = ^ C//, r,-, ^ ^ Dm- ^ 

J’observe en passant que Cm, de meme que Dm, represente le 
cosinus de Tangle que fait Tancien axe des avec le nouvel axe 
des i'-; on a done 

Gm=Dm. 

On aura done 

coss 7]/, sins =^Gm (^[-coss -I' tiJ- sins), 

et, par consequent, 

1 cos s + 71/,. sin s I < ^ A-i | Ga- 1 • 

Or je puis toujours irouver un angle £ tel que 
I/, cose -f- rik sins = V 

11 en resulte que 

( 25 ) \/ Ia-h 1 Gm I j 

ce qui nous fournit une limitation des excentricites et des incU- 
naisons. 

II est un cas ou cette limitation devient illusoire. Nous avons en 
effet 

Pi = Li(i — y/i — e-'), p 2 = (Li— pi) (i — cosr), 

ou, en negligeant les puissances superieures des excentricites et 
des inclinaisons, 



Or ^ 

Li = m\ y/nii 4- m-j ]/ a, 

-a, e et i ddsignant le grand axe, Texcentricitd et Tinclinaison de 
la premiere plane te. 
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II en r^sulte qiie 




contient en facteurs la masse m \ ; cette expression est de I’ordre 
de cette masse multipliee par le carre de Fexcentricite. L’inega- 
lite (25) nous donne done une limite superieure du produit m\ 


soil 

d'ou 


m\ e-< B, 



Si la masse m\ est tres petile, cette limite superieure de e pourra 
etre tres grande et n’avoir aucune valeur pratique. 

II est done necessaire d’examiner en particulier le mouvement 
d’une petite planete sous Finfluence perturbatrice d’une ou plu- 
sieurs grosses planetes. 

Supposons que la petite planete soit la premiere planete, e’est- 
a-dire que m\ soit tres petit. On auraalors 

mi = m[ 


a des infiniment petits pres d’ordre superieur. 
On pourra poser alors 


ou dependra seulement des coordonnees des grosses planetes, 
ou plutdt de celles des planetes fictives correspondantes, et des 
derivees de ces coordonnees par rapport au temps. Quant a la 
fonction <I>|, elle depend des coordonnees de toutes les planetes et 
des derivees de ces coordonnees par rapport au temps. La masse mi 
est infiniment petite, mais <I>o et sont finies, 

Formons maintenant nos expressions R, R 2 , R^, R", S^, T^, 
S^, T". Dans chacune de ces expressions, dans S[, par example, 
distinguons les termes qui proviennent de $0 et ceux qui pro- 
viennent de ^i ; les premiers seront finis, les autres seront de 
Fordre de . 

La fonction est un polynome entier par rapport aux n va- 
riables excentriques 

$1) ?3j 
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La premiere de ces variables se rapporte a la petite planete; elle 
est done de Fordre de ; les autres se rapportent aux grosses 
planetes et elles sont finies. Soil alors 

ou P2+ P2 est un polynome du second degre en 

?3j * • • 5 ?2/i— 1 ? 

P^ un polynome du premier degre par rapport aux memes variables 
et Po une constante. 

P2 represente Fensemble des termes provenant de <I>o, ^tPl celui 
des termes provenant de rrix Quant aux Lermes 

2^1 Pi -H Po?i j 

ils proviennent tons de car ne depend pas des coordon- 

n^es de la petite planete, ni par consequent de . 

Le polynome P2 est done fini, tandis que 

doit etre de Fordre de;?2i. Etcommei^ est de Fordre de nous 
devons conclure : que les coefficients de P2 et la constante Po 

sont finis; 2° que les coefficients dc Pi sont de Fordre de sjmi ; 
3 *^ que les coefficients de PI sont de Fordre de nii. 

Si done nous posons 

P 2 =^iQ 2 > Pi = V^iQ.u 

d’ou 

82= P2 + Q2 2 y/y?ii Poll? 

les polynomes 

Q2’ Ql’ ^0 

seront finis. 

Nous avons a chercher les axes de la surface du second degre 

s; = i. 

Elle differe peu de la surface 

P2-f-Po??=:i. 

L’un des axes de celle-ci eslFaxe des ii, les autres sont perpen- 
diculaires a Faxe des . L’un des axes de la surface SI = i (a part 
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xin cas d’exception dont nous paiierons plus loin) fait done avec 
I’axe des un angle tres petit de I’ordre dey//?^^. Si done nous 
reprenons nos eosinus direeleurs Qvf, nous voyons que 

Gi, 3 j Gi,2/Z'~1j 

^3,1, Gs^i, Gs/i-l,! 

sont tres petits de I’ordre de sjnis^ . 

Reprenons alors I’inegalit^ (20) en Tappliquant a la petite pla- 
ne te; nous aurons 

\/^ f -h */] I < ^ ki 1 G/ji 1 . 


Je dis que le seeond meinbre est de I’ordre de \lm \ . En elFet, je 
dis que est de I’ordre de sj ni^ ; e’est en efFet la valeur initiale de 

W — ^11 ^3 Gi3 -+-. . .-f- ?2«-l Gl,2;^— 1' 


Or 


La valeur initiale de est de Toi'dre de parce que la 

valeur initiale de est de Fordre de \Jm\ et que Cu? • • - 5 C^, 2/2-1 
sont aussi de Fordre de s/nis. 11 en est de m^me de la valeur ini- 
tiale derj' et, par consequent, de A^. 

Le premier terme A^ |Ch j est done de Fordre de et il en est 
de meme des autres parce que 

Gs,!: --M G2/f-I,l 


sont de Fordre de sjm^. 

On a done 

H 6tant fini. Mais on a, comme nous Favons vu, en negiigeant les 
puissances sup^rieures des excentricites et celles de la masse 

"t" •= es/nii y M a, 

ou M est la masse du Soleil, a et e le grand axe et Fexcentricite de 
la petite plan^te. On a done 

^ H 
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ce qiii nous donne, pour Texcentricitej une limite superieure 
finie. 

II y a cependant un cas ou ce qui precede serait en defaut, ce 
serai t celui ou la surface du second degre 

auralt deux axes egaux (I’lm de ces deux axes etant I’axe des 
Nous ne pourrions plus affirmer alors que ses axes font des angles 
tres petits avec ceux de So = i. 

Pour nous en rendre compte, supposons = 2 de facon que la 
surface = j se reduise a une ellipse dans un plan. Cette ellipse 
differera tres peu de I’ellipse qui a pour axes les 

axes de coordonnees. Les axes des deux ellipses differeront Ires peu 
les uns des autres et, par consequent, ti'es peu des axes de coor- 
donnees. Mais, si la seconde ellipse se reduit a un cercle, nous 
n’aurons plus le droit d’affirmer que les axes d’une ellipse tres peu 
differente de ce cercle sont tres peu diflerents des axes de coor- 
donnees. 

On pent arriver aux memes r^sultats d’une autre maniere. 

Nos Equations peuvent prendre la forme suivante : 

Nous aurons 


dr^i _ 

Hi ~ 


(i = 3, 5, 


— i), 


car les termes P'^ et qt P^ sont n^gligeables devant Po. 

De ces equations et des equations analogues pour les on de- 
duit par le -precede ordinaire les variations seculaires des excen- 
tricit^s des grosses plan^tes. Alors etv]/ sont donnes sous la forme 
d ’expressions lineaires par rapport a certains cosinus et sinus de la 
forme 

cos(yt-hh)j sinp(t -h h). 


II vient ensuite 




ou 
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car P^ est lin^aire par rapport aux et, par consequent, par rap- 
port aux cos (y^ -h A). 

On satisfera acette equation eta sa conjuguee 


^ -f-21xPoVii = ^Asin(Y« + /i) 


en posant 


. , , . A cos(yt h) 

= a cos(yo ^ H- ^o) Yo— -Y 

r^i=:~asin(Yo^H-^o) — ^ 


A sin (y^ /Q 
Yo~ Y ' 


ou Yo = — 2;jjLPo et ou a et Ao sont des constantes arbitraires. 

Cette expression demeurera tres petite, a moins que Yo soit 
egal a Fun des y? ce qui correspond an cas ou notre surface du 
second degre aurait deux axes egaux. 

Ce que nous venons de dire sur les excentricites s’appliquerait 
sans changement aux inclinaisons, 

Le Verrier a montre, dans le Tome 11 des Anaales de VObser- 
^atoire^ qu’il existe, entre Jupiter etle Soleil; une position ou une 
petite plane te pourrait, sous Taction de Jupiter et de Saturne, 
acqu^rir de grandes inclinaisons, parce que le cas d’cxception dont 
nous venons de parler se trouverait realist. 
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153. Nous avons ramene la recherche des variations seculaires 
des excentricites et des inclinaisons, c’est-a-dire la recherche des 
termes de rang- zero des inconnues q et r, a I'integration d’un sys- 
teme d’dquations canoniques 


(I) 


dt ^ dy\i^ dt ~~ d\i^ 


et nous avons vu comment cette integration pouvait etre effectuee 
quand on negligeait dans R les quatrieines puissances des q et 
des 71. 

Je me propose maintenant d’integrer completement le sjs- 
t^me (i). Je vais montrer en effet que les equations (i) peuvent 
^tre ramen^es a la forme des Equations (lo) du Chapitre VII et que, 
par consequent, tons les theoremes de ce Chapitre leur sont appli- 
cables. 

Si nous faisons maintenant le changement de variables du n^ lol, 
nos equations resteront canoniques et deviendront 

dt ^ df\i ’ 

dr{i c^R 



ISl. Second changement de variables. — Grace a la petitesse 
des excentricites et des inclinaisons, les termes du developpement 
du n° 143 

( 3 ) R = Rq -4- Rj -f- Rjj, 4- . . • 

vont rapidement en d^croissant. Pour mettre ce fait en Evidence, 
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on pent faire an nouveau changement de variables qui ne nous 
sert que pour mieux faire saisir certaines analogies, mais qu’il 
faudrait se garder de faire efFectivement dans la pratique. Posons 

fc/ .?-// .-v-" 

%L— 

£ etant un coefficient de I’ordre des excentricites et des inclinai- 
sons. Posons en outre 


d’ou 


R=RoH-3’-S, 

S = S2-I-s2S4+£»S6-1-.... 


On voit que S est developpable suivant les puissances de des 
et des -o", et que est homogtee d’ordre p par rapport aux 
et aux ■[” . 

Nos equations deviennent alors 


(4) 


d^i ^ _ dS 

~dt - dt ^d\i' 


dSo. Troisitoe changement de variables. — Posons maintenant 
cos w'}, ■>)? = /2 p'i sin wj ; 

nos equations conserveront la forme canonique et s’^criront. 


(5) 


dt 


— 




did\ 


ds 


dt ^dpf 


Nous avons, 
dents, 

et 


en reprenant les notations des numeros prece- 
R,= S',-hr,H-S'i-hT, = z^-S2 

-2tx(T' + r')=2Tn?. 


Nous tirons de la 


S.2 


I 

2 {X 





Nous pouvons voir alors I’analogie complete des Equations (5) 
avec les Equations (lo) du Chapitre VII. 
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On voit que : 

|j.S joue le role de F, 

les p" jouent » des L> 

les to" )) » des X, 

joue » de [i. 

En effet : 

1 ^ La foncllon S est developpable sui\anl les puissances de e^; 

2*’ Pour £-= o, elle se reduit a So et So ne depend que des p" ; 

3^ II n’y a, en general, entre les derivees de So, aucune relation 
lineaire a coefficients entiers, puisque les y/ sont des donndes em- 
piriques independantes. 

Cela est vrai du moins quand, toutes les planetes se mouvant 
dans un meme plan, il n’y a lieu de sfinquieter que des excentri- 
cites et non des inclinaisons; mais, s’il y alien de tenir compte des 
inclinaisons, nous avons vu au n^ 149 que Fun des y etait nul. 

Je montrerai plus loin, au n° 163, comment on peut se tirer de 
cette dxfficulte; je me borne a renvoyer a ce numero afin de ne 
pas interrompre I’exposition. 

4° Enfin S, qui est developpable suivant les puissances des 
et des r/', estune fonction periodique des 


136. Tout ce que le Cliapitre VII nous a appris au sujet des 
equations (lo) est applicable aux equations (5). 

En premiei'e approximation, c’est-a-dire en n^gligeant et en 
reduisanl S a So, on trouve 


ou 



dt 




p".= const., o)J = — y/^4-coast. 


Ces formules resument les resultats obtenus dans le Cliapitre 
precedent. 

On peut pousser Tapproximation plus loin et appliquer la me- 
tliode de Lagrange; on trouvera ainsi, pour nos inconnues 
7}", des d^veloppements de la forme 


2 


cos(v^ 4- h), 



^38 CHAPITKE IX. 

ou A. eth sont des constanles et ou 


les ki etant des entiers. 

Ce sont les constanles — ft qui, en effet, jouent ici le role des 
moyens mouvements ni, 

Dans ces developpements, reinplacons t. par t quand il est en 
deliors du signe cos eL que I’exposant a de n’est pas nul; sous 

le signe cos, reinplacons par Dans le premier terme 

du developpement de , ou t est en dehors du signe cos, mais 
ou Texposaat a est nul, remplacons — y/^par Wi] nous obtien- 
drons ainsi pour 


des developpements de la forme 

cos^^/rw -f- h 


Ces developpements sontceux du Chapilre VI ; on satisfera done 
aux equations (5) en y substituant 

z t C, Wi=:^ Yi t 4- £/. 


qiielles que soient les constantes c et £f*. 

On y satisfera encore, en vertu du Chapitre VII, en substituant 
dans les developpements 

T = o, — 

les etant des constantes determinees legerement differentes des 
y/, et les xni des constantes arbitraires dintegration. 

Les Yi sont developpables suivant les puissances de s- et se re- 
duisent aux ji pour £-= o (cf. n° 131). 

L’importance de ce resultat est tres grande; nous avons vu en 
eflFet qu’en negligeant les puissances superieures des excentricites 
et des inclinaisons, Lagrange el Laplace avaient d^montre que ces 
excentricites et ces inclinaisons devaient to uj ours demeurer tr^s 
petites, d’ou resultait la stabilite du systeme solaire. 

Cela restait-il vrai quand on tenait compte de ces puissances 
superieures? On en pouvait douter, car, en appliquant aux equa- 
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tions (5) la methode de LagrangCj on voyaiL s’introduire des 
termes secalaires. A vrai dire, en prenant la question par line 
autre Yoie, on pouvait demontrer que la sLabilite subsistait. On 
I’avait fait en tenant compte de R 4 par ime methode dont nous 
dirons un mot plus loin, mais on pouvait se demander si Ton y 
reussirait encore en tenant compte des termes d’ordre superieur. 

Les considerations qui precedent resolvent completement la 
question, en ce sens que le precede que nous venons d’exposer 
permet toujours de faire disparaitre les termes seculaires. 

Les d^veloppements 


( 6 ) 


^ (£2)a At'" 


peuvent, comme nous Favons vu au n'^ 138, s’obtenir de la fagon 
suivante : 

Dans ces developpements (6), faisons d’abord t = o, puis rem- 
plagons par (y/ — iD deviendront 

)*Acos|^X:ip+2‘^'^(T — T') + aJ. 

Si Ton developpe ensuite suivant les puissances de t, on retom- 
bera sur les developpements (6). On comprend mieux ainsi d’ou 
provenaient les termes seculaires qui figurent dans ces developpe- 
ments (6). 

Dans les developpements (6) figurent 4'^ constantes arbitraires 
si Ton a A + I corps, e’est-a-dire n planetes. Les coefficients A et h 
ne dependent que de ces 4 ^ constantes* 

On peut choisir pour ces constantes les valeurs initiales 


de nos 4n inconnues. Mais, ainsi que je Fai explique au n® 133, il 
est possible de faire ce choix d’une infinite d’autres manieres. Nous 
verrons bientdt quelle est la plus convenable. 

157. Tout ce que nous avons dit jusqu’ici s’applique au cas 
g^n^ral des equations ( 10 ) du Chapitre VII. Mais nos equations (5) 
sont d’une forme particuliere, d’ou r^sultent pour elles certaines 
propri^t^s analogues a celles que nous avons demontr^es aux 
n"® 134 et suivants. 
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Nous avons vu en effet que S est developpable suivant les puis- 
sances des et des V* JPosons en effet 

jiS = [xSaH-s-U 


de telle facon que p.So joue 
Soitj d’ autre part, 

A = 


le role de Fq et U celui de 

if 

d'z dwk 


F,. 


de telle facon que se reduise a ^ quand on fait 


J ^ - 4 _ c, — Y/ 1 4 - £/. 


Nos Equations deviendront alors 
(7) A?,— = 





analogues aux deux dernieres equations (33) du Ghapitre VII. 
Je choisirai pour nos 4 constantes les valeurs moyennes de 

^/C0sWi4-7|'J sinwi, 
sinw^/— If]? coswi, 


que je d^signerai par E/ et E'-; je puis supposer d’ailleurs E' == o 
sans restreindre la generality. Nos formules contiennent en effet 
6/2 constantes arbitraires E/, E^- et iry/, c’est-a-dire 2 /i de trop; c’est 
d’ailleurs ce que nous avons fait au Ghapitre VII. 

Ge que nous allons chercber a demontrer^ c’est que nos deve- 
loppements procedent suivant les puissances de 

E;- COS w/; E/ sin w/, 


et nous vojons deja que I’on a, en premiere approximation, 

= E/ cos w/j TQ? = E/ sin 

Nous allons le demontrer par une analyse toute semblable a celle 
du n® 13 d. Posons 




de telle fa^on que 
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etant differenlielle exacte, nos equations deviennent 


( 7 bis) AXa-H- __ , 


AY/c~ iyk^k = —^i^ 


(J’ai remplace les indices i par les indices k afin d’eviter toute 
confusion avec i—\J — i). 

Les seconds membres de (<7 bis) sont developpables suivant les 
puissances des X et des Y. Ce que je me propose de demontrer, 
c’est que les X et les Y vont etre developpables suivant les puis- 
sances de 

Cela est vrai en premiere approximation, oil Ton trouve 
X/,= Yk= 

Je suppose que cela soil vrai en (/i — lyeme approximation et je 
me propose de demontrer que cela est vrai en 

]Nos equations peuvent s’ecrire 

f A(Yke^^n) =~-2i£2eWA , 


analogues aux equations (3g bis) du n® 135. 

Les derivees de U sont developpables suivant les puissances 
des X et des Y ; et, comme ces quantites, en {n — i^eme approxi- 
mation, sont developpables suivant les puissances des il 

en sera de meme des derivees des U. 

Nos equations ( 8 ) sont done de la forme 

Alt = (?, 

equation ( 4 o) du n° 135, ou ^ est une function connue de t, des Ea 
et des ppa? de telle facon que soit ddveloppable suivant les 

puissances de t et des Ea^”^^^', le nombre s etant ^gal a — 1 dans 
la premiei'e Equation ( 8 ) et a i dans la seconde. 

En d’autres termes, on a 

(9) 

A est un coefficient constant, m un entier; represente 

P. — I. if> 
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le produit 

Les q et les p sent des entiers satisfaisant aux conditions 

qj^Pj (mod 2), ^/J=\Pj\ 

q/,^ p/,-^ s ( mod 2), q/c^ -H? 

analogues aux conditions ( 4 ^) du n" 13o. 

Nous avons vu au n° 13S que u sera de la meine forme que ^ a la 
condition queFintegration soit conduite de telle sorte quelayaleur 
inoyenne de u soit nulle, on soit egale a un developpement de la 
forme ( 9 ). 

Cetle condition estremplie, car nous conduisons nos integrations 
de telle facon que les valeurs moyennes de Y/.e}"’!: soienl 

I'une et I’autre egales a E^: on a done 

Val. moy. . . . Ii4-e'"a), 

Val. moy.... 

Ces valeurs inojennes sonl done bien de la forme ( 9 ) ; il en esl 
done de m 6 me des inconnues qui jouent le r61e de u dans les 
Equations (8), e’est-a-dire de le nombre J etant 

6 gal a + 1 pour la premiere, a — i pour la seconde. 

Cela veut dire que X* et Y* sont ddveloppables suivant les puis- 
sances des 


I 08 . Nos Equations (5) ne changent pas quand on change 


en 


'Oi 




quelle que soit la constante h. Dans ces conditions, les valeurs 
moyennes Ea et E'^^, qui nous servant de constantes d’intdgration, 
se changent en AEa et en AE'^. 

Nous avons suppose £'^= 0 ; mais nous voyons que si nous 
changeons e en Ea en AEa, nos inconnues et tj" se changent 
en Ai- et Avi"-, tandis que 
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ne changent pas. Done et sont deoeloppables suwant les 
puissances de t et de 

sE/,. cos IP/,., sE/,. sin pp/, 

les coefficients du developpement ne dependant plus d^ailleurs 
ni de s, ni de r, ni des E, ni des {v. 

Cette circonstance nous montre bien rinutilite pratique du 
changemeixL de variables dii n'^ lo4 qui ne nous a serci que pout' 
faciliter V exposition. Nous supposerons done dans la suite e = i. 

159. Nos equations ne changent pas quand on change les signes 
de loutes les inconnues et V', car la fonction S ne contient que 
des termes de degre pair par rapport a ces inconnues. 

Changer tous ces signes, e’est changer aussi les signes des va-* 
lours mojennes 

Si done nous changeons les signes des valeiirs moyennes E;;-, 
nous changerons les signes de toutes nos inconnues; d’ou cette 
consequence : 

Les deoeloppements des oic des (ou, en faisant e = i , ceux 
des I' ou des y\^') siii^ant les puissances des 

E/,. cos Wfe, Ea- sin pp/,. 

ne contiendront que des termes de degre impair. 

Si nous nous rappelons que les ; et les rj sont des fonctions 
lineaires des et des v)', nous verrons que les I et lesr^ peuvenL se 
dec>elopper suwant les puissances de 

T, Ea- cos CPA, EA-sinpPA-. 

On satisfait aux equations du mouvement en faisant dans ces 
developpements 

Alors les ? et les sont dei^eloppables suwant les puissances 
de 

Ea- cos ( ya* ^ — ■ccta- ) » E A- si n ( Y A- ^ — ■nTA ) ; 

les developpements necontiennent que des termes de degre im- 
pair. 
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160. Nous avons vu au Cliapitre VII (n® 136) c[iie les sent 
developpaLles non seuleinent siiivant les puissances de p., mais 
suivant celles de E-. 

De meme ici les seront, coinme les ? el les v], developpables 
suivant les puissances des 

K4.COSW/0 E/,. sin tv-/,. 

■el, comme ils doivent etre independants des suivant les puis- 
sances des E^. 

Les qiiand on suppose £ = i, sont des quantiles tres petites 
de Tordre des excentricites et des inclinaisons. 

Quand on fait E|= o, les se reduisent aux y/. 

Remarquons que les y/, d’apres leur definitiouj sont deja des 
quantiles tres petites de Tordre de p.; les differences y'- — y/ seront 
plus petites encore et de Tordre de pE-. 


161. Sym^trie. — JdLserve que nos equations ne changentpas 
quand on change t en — et y) en — 

Si done nous changeons iv en — w, t en — t, sans changer les E^, 
les i ne changeront pas et les changeront de signe. 

Nous pouvons fairc 

T = 0, 

quitte a faire ensuite 


alors les developpements des ^ suivant les cosinus et les sinus des 
multiples des iv ne contiendront que des cosinus et ceux des ne 
eontiendront que des sinus. On aura done 


(io) 

oil 


< 

(mod 2), 


C’est la une consequence de la sjm^trie par rapport au plan des 


162. Si Fori fait tournerle systeme d’un angle quelconque e au- 
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lour de Taxe dcs nos equalioiis ne changent pas et q, se 
changent en ^coss + '/; sins, — qslns +rj coss. 

Si done nous augmentons Lous les ivj d’une meme coiistante £,. 
les expressions 

— £'ri 

do i vent elre respectivement miiltipliees par 
On aura done 



d’ou 

(u) A = A', 

conditions nouvelles auxquelles doivent satisfaire les developpc-* 
menrs (lo). 

163. Nos equations ne cliangent pas non plus quand on change 
les signes de louies les variables obliques. C’est la une consequence 
de la symetrie par rapport au plan des 

D’apres nos conventions, les indices impairs correspondent aux 
variables excentriques et et aux constantes correspon- 
dantes; les indices pairs aux variables obliques et v]/ et aux con^ 
stantes correspondantes. 

Si done nous changeons les signes de toutes les constantes 
d’indice pair, les \ et les t] d’indice impair ne changeront pas, les ^ 
et les 7) d’indice pair changeront de signe. 

Done, dans les developpements (lo), les soinmes 

etendues a toutes les valeurs paires de Pindlce y, sont paires pour 
les variables excentriques, et impaires pour les variables obliques. 

G’est le contraire, cn vertu du num^ro precedent, pour les mtunes. 
sommes etendues a toulcs les valeurs impaires de Tindice j. 
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164. Integrales diverses. — Les equaUons ( 10 ) nous donnent 
les i et les ’/] sous la forme de series oi'donnees suivant les puis- 
sances croissanles des 

( I ‘2 ) E/c cos E A- sin wj>. 

On pent r^soudre ces equations par rapport aux qiiantites (12) 
et Ton trouve alors 

i E/,cosn^/,= cpA(^,7]), 

I Ea sin«V.-= '-Qj, 

les seconds membres etant des series procMant suivant les puis- 
sances des ^ et des t). On en deduit les integrales 

(x4) cpln- E|. =z= const. 

Nos Equations possedent done des integrales d^veloppables sui- 
vant les puissances des ? et des yi. Supposons que, negligeant les 
puissances supmeures des ^ et des ti, nous reduisions R aux pre- 
miers termes de son ddveloppement 

R == Rq - 4 - R 2 ” 1 ~ R^j 

de sorte que nos equations deviennent 

d ( R2 -+-R4) dr\ d{ R2 Rii ) 

dt d{\ ^ dt ^ d\ 

Negligeons egalement dans le premier membre de (i 4 ) les 
sixiemes puissances des ^ et des Tj, et soit 

V2-+- V4 

ce qui reste de ce premier membre apres cette reduction (il est 
clair que ce premier membre ne peut contenir que des termes de 
degre pair; et V/, representent done respectivement les termes 
du deuxi^me degr^ et ceux du quatrieme). 

On aura alors identiquement 

Zi\d\ dr, dr^ .47 “ 

\ d\ dri dr\ d\ ) jLd \ d\ dr, dr\ d\ ) 


= 0 . 
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M. Cellerier, de Geneve, avail d^ja remarque qa’il existe des 
polynomes Vo el satisfaisant a ces identites. 

Cette remarque lui avail deja fait soiipconner la possibilite de 
faire dispai'ailre les termes s^culaires, possibilite qui vient d’etre 
completement etablie. 


165. Au 155, j’ai fait observer qiie, quand les plaiieles ne se 
mouvant pas dans un m^me plan, il y avail lieu de calculer non 
seulement les perturbations seculaires des excentricites, mais en- 
core cedes des inclinaisons, on rencontre une difficult^, provenant 
de ce qu’un des coefficients y est mil. 

II est temps de revenir sur cette difficulte et de montrer ])ar 
quel artifice tres simple on pent I’eliminer. 

Nous avons vu quelle etait la forme des integrales des aires ; elles 
peuvent s’ecrire 

H=2l— = const., 



V =2^ ^ Li— pi — ^ = const. 


(q/. n^^ 144). Elles subsistent quand on reduit les L, les p, les I 
et les 7] a leurs termes de rang zero. Cela revient en effet a deve- 
lopper les inconnues suivant les cosinus et les sinus des multiples 
des et suivant les puissances de a et de aT = 'u^, et a faire en- 
suite [jL=:o, t' restant fini; les integrales des aires, vraies pour 
loutes les valeurs de a, subsisteront evidemment pour p = o. 

Ghoisissons le plan invariable pour plan des cCi Xo ; les integrales 
U et V seront nulles. 

Je dis que, dans les equations (i), nous pouvons alors i*ein- 
placer R par R+aU-H-aV-, a etant un coefficient constant: 
quelconque. On a en elTet 


^/(R-+-aU2^,aY2) __ ^ 


d^i 


dii 


• 2aU 




d\i 


•s,aV 


dS 

d\i 




puisque U el V sonl nuls, et de m4me 
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On obtient ainsi ies equations 

-h aU^-h aV^) dr\i _ K H- g U- - 4- o: V-Q 

Sv ' d\i 

Cela ne vent pas dire que toutes les integrales de (i5) appar- 
tiennent a (i) et inversement, mais seiilement que le systeme (i5) 
et le systeme (i) ont line infinite d’integrales communes, a savoir 
cedes qui satisfont a la condition U = V = o; nous ne restrei- 
gnons pas la generalite en nous bornant a envisager ces inLe- 
grales. 

Cela revient en efTet a supposer que le plan invariable est le 
plan des x^x^ \ et nous pouvons to uj ours choisir les plans de coor- 
donnees de facon a satisfaire a cette condition. 

Comparons maintenant les fonctions 

R^_a(U2-f.V2). 

Je dis que la seconde de ces fonctions est de la m^me forme que 
la premiere. Elle est en effet developpable suivant les puissances 
des i etdes tq et ne contient que des termes de degre impair par 
rapport a ces variables. 

Envisageons maintenant les termes du second degre; ils s’ecri- 
vent 

R2-f- ot j -i- ^ > 

oil 

r 2= s;-i-T'2-f-s';-4-r^. 

On voit que les quatre expressions 

s'2 , t;, 

peuvent jouer le role de S^, T^, S'i, T", car les deux premieres ne 
dependent que des variables excentriques, les deux derniei'es de- 
pendent seulement des variables obliques; d’autre part, la pre- 
miere et la troisi^me dependent seulement des la deuxieme et la 
quatrieme seulement des ?]; enfln la premiere et la troisieme sont 
formdes avec les comme la deuxieme et la quatrieme avec les vi- 
La fonction 


a _ua(u-2-<-vo 
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saUsfait d’ailleiirs aux memos conditions de symetrie que la fonc- 
lion R. 

Les equations (i5) sont done de la forme de celles que nous 
avons traitees dans ce Chapitre. Seulement la difficulte signalee 
a disparu. Aucun des coefficients que nous avons appeles y n’est 
nul. 

Nous pouvons done appliquer an systeme (i5) toutes les conclu- 
sions de ce Chapitre. Ge systeme est d’ordre 4^ (s’il y a -f - 1 
corps, e’est-a-dire n planetes), et les /{n variables i et /i peuvent 
se developper suivant les puissances des quantites 

Ea-COS( 7/,.^ — 735/,), E/, sin(Y;,^ — 737/,) = 

ou les et les sont 4 constantes d'integration. 

II est clair que I’un au moins des coefficients y'^ dependra de a, 
puisque Fun des y/f depend de a, ct que y';^ se reduit a y^f quand 
toutes les constantes sont nulles (cf. 160). Soit y!^/^ ce coef- 
ficient ou Tun de ces coefficients. Nous ne devons conserver que 
les solutions qui sont communes aux deux systemes (i) et (i5) et 
pour lesquelles U ==: V = o. Ces solutions ne doivent pas dependre 
de a ; elles ne peuvent done dependre de Targument 

T 2 ^ 

ce qui montre que, pour ces solutions, 

Eg/j “ o. 

D’autre part, ces solutions dependent encore de ^11 — 2 con- 
stantes arbitrages, puisque nous ne leur imposons que deux con- 
ditions U = V=:o, et elles dependent de 2/1 — 1 arguments 
y^ t — puisque 2 /z — i des y ne sont pas mils pour a = o. Done 
les autres constantes 

El, E27 • • • j 

ne sont pas nulles en general. 


166. Reprenons les crochets de Jacobi d^fmis au 16, e’est- 


a-dire posons 


[<*>, «‘']=2 


d^' 


'd\i dr^i)' 
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Les equations (i5) prouvent que 


dt 


= — |J^[^5 RH-aU--haV-]. 


De plus, commeH, U ct V sont des integrales de I’equation (i), 
on aura 

[n,R]-[U,R] = [V,R] = o. 

II est ais^ de verifier, d’autre part, que Ton a 

[U, V] H, [U,H] = V, [V, H] =- U. 


On conclut de la 


[H, R-f-aU2H-aV2] = o, 

ce qui montre que H est une integrale des Equations (i5). 
On a done 


H = const. 


On trouve, d’autre part, 

dlj TT'ir tttt 

^=-aa,.HU, 

d’ou, en se rappelant que H est une constante, 

(j6) U = a sin (2a{JiH^ -1- P ), V = A cos(2a [jtH it -f- P), 
ou A et j3 sont des constantes d ’integration. 


167. Je ne veux pas quitter ce sujet sans avoir expliqae la signi- 
fication geometrique des equations (lo). Pour bien la faire coni- 
prendre, supposons que nos inconnues ^ et t) soient regardees 
comme des fonctions de deux variables independantes t eL w, defi- 
nies par les equations differentielles 


(17) 


(18) 


__ c^R 


du ^ di] ^ 


dri _ dK 
dr^ _ 

da ^ dl ' 


et la premiere question qui se pose est celle de savoir si ces deux 
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sjstemes (17) et (18) sont compatibles. Nous trouvons en effet 

dz da ~~ ^ du \ dr\ ) 

_d^_ ___ ^(U2-^. V2) 

d'z du dz dr\ 

Ges deux expressions sont-elles identiques? Oui, car les equa- 
tions (i) admettant U--i- comme integrale on a 

[R, U^H- V2] = o. 

En difF^renliant cette identite par rapport a v], il vient 

c. Q. F. n. 

Les deux syst^mes sont done compatibles; si alors je fais 
z — t^ It = const., 

je relombe sur le systeme (1), et si je fais 

z = t, It = at const.. 

je retombe sur le systeme (i 5 ), de telle fa^on que, de la solution 
generale du systeme (17)5 (18), je d^duis immediatement la solu- 
tion generale soit du systeme (i), soitdu systeme (i 5 ). 

Envisageons en parti culier les equations (18) et supposons que, 
u etant une variable independante jouantle role du temps, les varia- 
tions des ^ et des r\ soient d^finies par ce systeme (18) ; quelle sera 
la nature de ces variations? 

Je considere la figui'e formee par les n 1 corps, ou, si I’on 
aime mieux, par le Soleil place a Torigine et par les n planetes 
Actives d^finies au Chapitre II et dont nous avons appel6 les coor- 
donnees et en outre par les vecteurs qui representent en gran- 
deur et direction les quantiles de mouvement de ces planetes Ac- 
tives et dont nous avons appele les composantes 

Soit ^ une fonction quelconque ne dependant que des distances 
mutuelles des n planetes Actives et de I’origine et en outre des 
grandeurs des vecteurs *’*5 angles que font 




, U2 + V2 
^(U2 h-V2 ) 


d^T] 


l 

.4 
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ces vecteurs entre eux ou avec les droiles qui joignent les a pla- 
netes fictives et Forigine. En un mot, soit ^ une fonction melt- 
pendante du choix des axes de coordonnees. 

Je dis que Ton aura 

(19) 

car on a 

(20) H] = [<J», U] = [<?>, V] = 0. 

Et en effei, pour etablir que les Equations du probleme des trois 
corps admettent les integrales des aires, nous nous sommes sim- 
plement appuyes sur ce fait que la fonction F ^tait independante 
du choix des axes. Done le systeme 

dx'i __ d^ dy'i _ d^ 

dt ~~ dfi dt dx'i 

admettra les integrales des aires, ce qui enti'aine les egalites (20) 
et, par consequent, I’egalite (19). 

Mais cette egalite signifie en m^me temps que # est une inte-* 
grale des equations (i8). 

Reprenons alors la figure dont nous venons de parler et qui est 
formee de Forigine, des planetes fictives et des vecteurs 

•••• 

De ces donnees, on peut deduire les orbites osciilatrioes des di- 
verses planetes fictives et le vecleur des aires OA dont les compo- 
santes sont U, V, H, de sorte que ces orbites et ce vecteur peuvent 
^tre regardes comme faisant partie de la figure. 

Eh bien, si les variations de cette figure etaient definies par les 
Equations (18), cette figure se deplacerait d la fagon d’un corps 
solide^ sans se deformer, puisque toute fonction ^ independante 
du choix des axes deineurerait constante. 

L’origine, d’ailleurs, dans ce mouvement, demeurerait fixe, de 
sorte que ce mouvement se reduirait pendant un instant a une ro- 
tation autour d’un certain axe instantan^ 01 passant par Forigine. 
Pour trouver cet axe, revenons des variables 


L, X, 7 ] 
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aux variables primitives x'l et le systeme (i8) demeurera cano- 
nique, piiisque le changemenl de variables qui lient les deux sys- 
t^mes de variables est im cbangement canonique. 

Observons d’ailleurs que le systeme (i8) devrait naturellement 
etre complete par les equations 

^(U2h-V-^) ^ __ ^(U2+V2) ^ 

du d\ ’ du ^ d\^ 


L’addition de ces equations ne nous genera pas, puisque U- + V- 

ne depend pas des \\ d’ou il resulte : que les L sont des con- 

stantes; 2^^ que nous n’avons pas a nous pr^occuper de calculer la 

1 , . , d\ 
derivee -j-- 
du 

Si done nous revenons aux variables et notre systeme 
deviendra 


do^i _ <^(U2-^V2) ___ VM 

da dy'i ’ du ^ dx'i 


avec 





(c/. Chapitre 11). 
II vient alors 


dx\ 

du 


2 (JL V 5? 3 . 


Si le point x\^ ^2? ^3 situ^ sur Faxe 01, on doit avoir 

dx\ 

—L = 0 
du 

et, par consequent, 

x.^ = 0. 

Done Taxe instantane 01 est dans le plan des x^. 

D’autre part, le vecteiir des aires OA doit etre constant en gran- 
deur; sa projection H sur le plan des ^2 estconstante 6galement 
puisque H est une integrale. Cevecteur fait done un angle constant 
avec I’axe des x^ et son extx'emite A decrit un cercle ayant son 
centre sur cet axe. 

La vitesse de ce point A est done perpendiculaire d’une part au 
plan ^oOA, d’autre part au plan lOA. Ce qui prouve que ces deux 
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plans coincident et que Taxe instantane 01 est la projection da 
vecteur OA sur le plan des 

L’angle lOA est constant, de sorte qne Faxe 01 reste constam- 
ment sur un cone de revolution C invariablement lie a la figure 
mobile et ayant pour axe le vecteur OA. 

Le mouvement envisage se reduit done au roulement de ce cone G 
sur le plan des X\ 

La signification du systeme (i5) est maintenantbien claire. Soil 
c la vitesse d’un point qaefeonque de notre figure a supposer que 
les variations de cette figure soient definies par le systeme (i); soit 
v' cette m^me vitesse a supposer que ces variations soient definies 
par le systeme (i8) et que u represente le temps; soit enfin 
cette meme vitesse a supposer que ces variations soient definies 
par le systeme (i5). Alors la vitesse / sera la somme geometrique 
de p et de 

Ou, si Fon prefere, nous pourrons supposer que 4- a repre- 
sente la vitesse d’lm systeme d’axes mobiles, invariablement lie 
au cone mobile C, et que p represente la vitesse relative d’lm 
point de notre figure par rapport a ces axes mobiles, en admettant 
que ce mouvement relatif se fasse conformement a la loi de 
Newton, e’est-a-dire aux equations (i); alors / sera la vitesse 
absoliie. 

Nous pouvons, au contraire, regarder les axes fixes coniine 
mobiles et inversement ; dans ce cas, notre systeme (i) reprdsente 
le mouvement absolu de nos n + i corps obeissant aux lois de 
Newton, et le systeme (i5) repr^sente le mouvement relatif de ces 
memes corps par rapport a un observaleur invariablement lie a un 
plan qui roule sur un cone de revolution fixe C. 

Telle est la signification geometrique chercli^e. 

168. Introduisons les trois angles d’Euler (c/. Appell, Meca- 
nique rationnelle, t. II, 2 ® edition, p. 142 ) qui definissent la po- 
sition des trois axes de coordonnees mobiles invariablement lies au 
c 6 ne C, par rapport aiix trois axes de coordonnees fixes. Le troi- 
sieme axe de coordonnees mobiles est precis^ment la droite OA. 

On voit que si nous faisons varier t restant constant, 
Fangle 6 reste constant, les angles <p et ij; varient proportionnelle- 
ment a u. 
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Les coordonnees par rapport aux axes fixes seront des fonctions 
des coordonnees par rapport aux axes mobiles et des trois angles 
d’Euler. Considerees comme fonction de ces angles, elles seront 
developpables suivant les puissances de 

> . .6 cos d; — cp 0 cos d/ -4- cp 

(22) sm - . 1 , cos- . 

2 sin 2 > 2* sin 2 

J’ajouterai qu’elles seront despolynomes homogenes et du second 
degr6 par rapport a ces quatre. quantiles. 

De meme, revenons a nos inconnues i et*/]. Si nous rapportons 
le systeme a nos axes mobiles (je veux dire variables avec w, mais 
invariables pour u constant), elles satisferont aux equations (i); 
si, au contraire, nous rapportons le systeme aux axes fixes et que 
nous fassions varier a la fois u ,et t de lelle facon que = 

+ const., les inconnues satisferont aux equations (i5). 

Soient ^ et vi les valeurs de ces inconnues, le systeme efant rap- 
porte aux axes fixes; soient ^ et r/ leiirs valeurs, le systeme dtant 
rapporte aux axes mobiles. 

'Alors les ^ et les vj seront des fonctions des et v)' et des quan- 
tites ( 22 ); ce sont des polynomes homogenes, d’une part du pre- 
mier degre par rapport aux ^ et r/, d’autre part du second degre 
par rapport aux quantiles ( 22 ). 

Or les et les r/ repr^sentent precisement les solutions com- 
munes aux systemes (i) et (i5) que nous avons traitees au n*^ 165. 
Elles sont done developpables suivant les puissances des expres- 
sions 

cos . J . 

E , tV/. ( /c = 1 , 2, . . . , 2 — l). 

sm . (ir - , : , 

Posons 

™5 = e„., = (')• ■■ 

2 2 2 < 

B ' ' ' ' I ^ 

Comme cos - est developpable .suivant les puissances paires, de 


(1) Inutile de faire observer que les quantit^s 0 )^ et introduites dans ce nu- 
mero n’ont aucua rapport avec celles' que nous avons d^sigii^es plus haul par 
les memes lettres. Dans les Ghapitres suivants, nous rendrons k ces lettres leur 
signification primitive. ' < ’ 
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sin~> les ^ et les 'i\ seront developpables suivant les puissances de 


et pourront se mettre sous la forme 

Les coefficients A, A! sont des constantes qui contiennent 
d’ailleurs en facteur 

Nous determinerons bientot les constantes h et A'. L’entier 
positif cji est au moins egal a en valeur absolue. Quant aux 
entiers ps et /?2 ils ne peuvent avoir d’autre valeur que o, ± 1 , ± 2 . 

Reprenons le raisonnement du n® 161 ; nous clioisirons des solu- 
tions particulieres, telles que les valeurs initiales des yj' soient 
nulles pour 

= f^2 = . . . = W^n-i = O, 

la symetrie des Equations exige que, pour ces solutions, les nc 
changent pas et que les Ti'changent de signe quand les iv changent 
de signe. Ces solutions sont bien celles que nous avons envisagees; 
car elles satisfont manifestement a la condition 

Ei = E2 = ... = E-bt-i = 0. 

Si done nous changeons les signes des et des to, les ne 
changeront pas, et les v)' changeront de signe; par consequent, a 
cause de la symetrie des relations qui lient les ? et les v], aux ri' 
et to, les ^ ne changeront pas etles t) changeront de signe. Cela 
revient a dii'e que A et A' sont nuls. 

Reprenons inaintenant le raisonnement du n® 162. 

Je suppose que Ton fasse tourner le systeme d’un angle e, soit 
autour du troisieme axe de coordonnees fixes, soit autour du 
itroisieme axe de coordonnees mobiles. 

Dans le premier cas 

(Vi, Wi, .... Wtfi-l 
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ne changeront pas, ^ ne cliangera pas, o augmentera de £. ? et 
devront se changer en 

^ cos£ 4- Y) sine, — ? sine -j- ?] cose. 

D’ailleurs co^ et (Oo se changeront en 

•e £ 

C0 1 — — j CO 2 ~f” ”■ • 

2 -2 

Cela veuL dire que Ton doit avoir 
A = A', 

2 

On aura done Tune des trois solutions 

/>1 = 2, /?2=0; ^i=y?2=«; Pi=0, /?2=2. 

Faisons main tenant tourner le systeme autour du troisieme axe 
mobile; tons les ^ augmenteront de s; mais si en m^me temps je 
fais tourner les axes mobiles dhm angle — s, e’est-a-dire si je 
change i en A + s, la position du systeme par rapport aux axes 
fixes ne changera pas; et les ^ et les t] ne changeront pas. 

Les i et les ne changeront done pas si je change ^ en (t’-l- s, 

coi en ( 0 ^ + (Oo en coo 4- Cela enlraine la consequence 
2/r4-^ei^=o. 

Introduisons maintenant des arguments auxiliaires 

2C02 (t = I, 2, . . 2/1 — I), 

—^ 2 ; 

on aura, en vertu de la valeur de ^ k trouvee plus haul, 

/c(V 4-/?l COi 4- Pi(J)2 = 

d’OLl 

$ = 2 AEfjjCOs /ciw'i-¥-pi 

If) AEf;,sin ^2] 


P. — I. 


>7 
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On voit que’ les | et les t] sont d^veloppables suivant les 
puissances de 


cos , 


T, cos . 

E2»g;n 


On Yoit aussi que la somme des coefficients entiers 

est ^gale a i, ce qui est conforme au resultat obtenu au 162 . 

Ces arguments (^vWarient proportionnellement au temps mais, 
si on les regarde comme des fonctions lineaires des deux variables 
independantes t et ii introduites plus haut, on voit que 

(V[, w',, 

dependent a la fois de t et de (puisque les dependent de t 
et t02 de u) mais que leurs diffi^rences ne dependent que de t. 
Quant a 0^0/2? depend que de u. Si Ton fait £0/^=0, les 
termes qui contiennent disparaissent et il ne reste que les 
termes pour lesquels p,, = q^ = o. 

En meme temps s’annule et coa se reduit a une constante, de 

:Sorte que nos expressions ne dependent plus de a et satisfont a la 
fois aux equations (i) et aiix equations (i5). 

Ainsi se trouve elucid^e completement la signification geome- 
trique des equations (i 5 ), ainsi que leurs -relations avec les equa- 
tions (i). 


169 . Les considerations precedentes pourraient etre conside- 
rablement simplifi^es en modifiant Tartifice employe. Remplagons 
le sy Sterne (i 5 ) par le system e 

, d\i o^(R-HaH) dr\i 

(i 5 hu) ^ =— a— z = PL— c 

^ ^ dt ^ dy\i dt ^ d\i 


et les systemes (17) et (18) par les systemes 


(17 bis') 


du ^ rf«) ’ du~ d^ ' 


(18 bis) 
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On veiTait comme plus haul que les deux systeines (i^ bis) 
et (i8 bis) sont compatibles et que I’on pent deduiue la solution 
des Equations (i5 bis) de celle des equations (i" bis) et (i8 bis) en 
y faisant 

T = ^, w = a^-4-const. 

On verrait egalement que la fonction R-h aH est Lout a fait de 
meme forme que la fonction R, et par consequent que les equa- 
tions (i5 bis) sont tout a fait de meme forme que les equations (i) 
avec cette difference qu’aucun des y n’etant nul, la difficulte 
signalee plus haut ne se presente pas. 

Quelle est maintenant la signification geometrique des equa- 
tions bis) et d’abord celle des equations (i8 bis), Celles-ci 
s’integrent immediatement, car elles s’ecrivent 


du 


= (rr), 


d'ci j. 

dit “ ' 


Elles nous apprennent que, quand la variable u varie proper- 
tionnellement au temps, tandis que Treste constant, toutle systeme 
tourne autour de I’axe des d’un mouvement de rotation iini- 
foi'me, a la facon d’un corps solide. 

Les equations (i5 bis) representent done le mouvement de nos 
n -f - 1 corps rapportes non a des axes fixes, mais a des axes mobiles 
tournant uniformement autour de Faxe des x^, 

L’une des proprietes des Equations (i5) ne se retrouve plus ici, 
car les Equations (i) et (i5 bis) n’ont aucune solution commune. 
Mais il est aise de d^duire la solution g^nerale des equations (i) de 
celle des equations (i5 bis). Soit en effet 

(23) \ = cos = ^ B sin^^ 

la solution generale des Equations (i5 bis), En vertu du n® 162; 
on a 

On doit d’ailleurs faire 

Comment les y' et les B d^pendent-ils de a? , ' 
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Si je change a en la vitesse.angulaire de rotation des axes 

mobiles augmente de Bpi, de sorte que ^ el ti se changent en 

^ cos -f-T] ^ sin ^(JL^ -h 'i] cos^(jif, 

ce qui montre que op/ doit se changer en pp/ — Done, quand a 

se change en a + p, les y' se changent en pp. et les B ne 

changent pas. Done les B sont independants de a et les Y sont des 
fonctions lin^aires de a; de plus leurs differences sont indepen- 
dantes de a. 

Pour avoir la solution des equations (i), il suffit de faire a= o; 
nous savons que pour a = o, Fun des y', a savoir y^,^, s’annule. 
Done, pour a = o, le coefficient y'. se change en y'- — yl^^. 

Done, pour trouver la solution des equations (i), il suffit dans 
les formules (23) de faire 

^I'- 
ll ne sera pas n^cessaire d’ailleurs de former effectivement les 
equations (i5), ou (lo iis); on pourra partir des equations (i) el 
le calcul se poursuivra sans qu’on rencontre aucune difficult^. Si 
j'ai introduit les ^nations auxiliaii'es (i5) ou (i5 bis), c^est pour 
demontrer que ces difficultes ne se presenteront pas. C’est im 
artifice de demonstration, ce n’est pas un artifice de calcul. 

170. Generalisation, — Dans tout ce qui precede, la fonction R 
etait suppos^e d’une forme particuliere : 

I"" Elle ne changeait pas quand on changeait les signes de tous 
les Yi, ou encore quand on changeait les signes de toutes les 
variables obliques. Si Fon renonce a cette condition, tous les 
resultats subsisteront, sauf ceux des n'^^ 166 et 163; 

2 "' Elle ne changeait pas quand on changeait ? et en 

^cose — 7)sin£, ^ sine -f* tq cose. 

Si Fon renonce a cette condition, tous les resultats subsistenl 
encore, sauf ceux du n‘' 162; 

3® Elle ne contenait que des termes de degre pair par rapport 
aux I et aux 7 ^. Si elle contient des termes de degre 3, 5 , 7 , . . 
mats pas de terme de degre 1 , tons les resultats subsisteront, sauf 
ceux du n® 159, 
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Les ^ et les iq sei'ont encore developpables suivant les puissances 
des quantit^s 


„ cos 
1^4- . 

Sin 


mais les d^veloppements contiendront non seulement des tenues 
de degre impair, mais encore des termes de degre pair. 

4"" Enfin, la fonction Ri etail d’une forme particuliere. 


Qu’arrive-t-il lorsqu’on renonce a cette derniere condition? Soit 
alors Ro un polynonie quelconque homogene et du second degre 
par rapport aux variables ^ et iq et soient les Equations cano- 
niques 


(M) 


d\i _ ^ __ ^R_2 


“Ces Equations sont lineaires et a coefficients constants. 
Elies admetlront done solutions de la forme 

(•25) 


et il reste a determiner les coiistantes a^, [3^, A^; nous trouvons 


- F- 


dRi 

4f’ 


.X/,pf= 


dcif 


Je suppose, bien entendu, en ecrivant ces equations, que dans Ro 
les variables et rn ont ^t^ remplacees par et 

Entre ces 4^ Equations (qui sont lineaires et homogenes par 
rapport aux a et aux P) j’elimine les 4^ quantit^s cc et p. Pobtiens 
ainsi une equation algdbrique de degre 4^ dont les racines 

seront deux a deux ^gales et de signe contraire. 

Soient 

(26) 'n5=S//,eM, 

une autre solution des equations (^4), correspondant a une autre^ 
racine de F^quation en X;;.. 

A Faide des deux solutions (so) et (26) formons Fexpression 



(27) 
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Cette expression est line constante, car sa d^rivee s’^crit 



et cette derniere expression est nulle en vertu des theoremes bien 
conniis siir les formes quadratiques. 

D’autre part, cette expression (27) est egale a une constante 
iniillipliee par 


II faiit done ou bien qu’elle soil nulle, ou que o. Mais, 

si i’expression (27) etait nulle quelle que soil la racine choisie, 
elle serait nulle quand on remplacerait y\\ par la solution gene- 
rale des equations (^4)? puisque cette solution gendrale est une 
combinaison lineaire d’expression de la forme (26). On aurait done 
entre les ^ et une relation lineaire et ces variables ne seraient 
plus independantes. 

Done, si nous nous donnons X/f, nous aurons une racine telle 
que p./, + Xa= 0, e’est-a-dire que les racines de notre equation sont 
deux a deux egales et de signe contraire. c. q. f. n. 

Prenons done — X4. L’expression (27) sera une constante 
differente de jzero et nous pourrons, sans restreindre la g^n^ralite, 
supposer que cette constante est egale a i; posons 

Nous avons l\n racines X^, nous ne donnerons toutefois a 
Findice k que in valeurs, parce que chaque couple de racines \ji 
et — \k ne doit etre pris qu’une fois. 

Formons 1 ’ expression 
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Si j’observe que d’apres les proprietes de Tequation (27) on a 


26S 


^(afSj— pfYj-)=o (/^O. 


je vois qu’il vient 

d%i) = Y,. rfXy,), 


ce qui montre que 


est une different! elle exacte. 

Nos equations (24), conservant leur forme canonique, devien- 
dront 


(24 


dXk __ . dYk _ . ^ 

dt dt ~ 


Or ces equations doivent admettre pour solution 

X/,= eV, Y/,= e"H • Xy=Yy=o (y^/c). 


II faut done que Ton ait 


d’ou 


. CJ?R2 


Soil maintenant 


= X/.Xi-. _t>g=_X/,Y/,, 

i [J.R2 = "H 


[Je ne donne plus ici aux lettres et tj' la inline signification que 
dans les Equations (aS)]. ■ 

On voit que 

^likdYk+2i^'j,dri',. 


est une dilF^rentielle exacte et qu’il en est de m^me par consequent 
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de 

de 


Les equations (24) deviennent des lors 

cit ^ dr{ ’ dt 


<iR<> 


€t Fon a d’ailleurs 




X/.. 


La fonction Ro expriinee a Faide dcs nouvelles variables est done 
ramenee a la m^me forme que par le changement de valuables du 
11® ISl ; de sorte que le changement de variables que nous venons 
de d^finir et qui est canonique et lineaire, pent remplacer dans le 
eas general celui du n‘‘ ISl. 

Les quantiles ^ jouent le rdle des 

Supposons maintenant que Fon ait 

R2 = R2 Rg ’ 

ou R!, est de la forme envisagee dans le Chapilre VIII et dans le 
eommei^-cement du Chapitre IX, tandis que R^ est tres petit. C’est 
ainsi que les choses se passeront dans toutes les applications que 
nous pourrions avoir a faire, 

Considerons les valeurs des formees a Faide de la fonction R^ ; 
ces y^ soj^t tous reels d’apres le n^ 145 et, si R'i etait nul, on aurait 

X/, = ± i'ya-. 

Supposons d’abord qu’aucun des y^ ne soil nul. Dans ce cas les \h 
sont rang(^es par paires; les deux \k d’une meme paire doivent 
etre imaginaires conjugu^es, et en m^me temps egales et de signe 
contraire. Nous savons en effet que les \k doivent etre deux a deux 
imaginaires conjugu^es; et comme elles diffei*ent tres peu des fy^, 
ce sont les deux qui different tres peu de + i^k et de — fy/f qui 
sont conjugu^es. D’autre part nous savons que les \k sont deux a 
deux egales et de signe contraire; et ce ne peut etre la aussi que 



TIJEORIJ': COMPLETE DES PERTURBATIONS SECULAIRES. 


2C5 


les deux A/^ qiii different tres pen de + et de — iy^. Done A;^ 
el — X/i sont imaginaires conjuguees; d’ou il suit que les deux 
solutions (p.S) et (26) sont imaginaires conjuguees et que iiotrc 
chan.gement de variable est reeL 

Ce raisonnement ne serait pas applicable au cas ou Tun des y 
serait mil; parce que deux des racines \k et — pourraient dtre 
reelles et tres voisines de zero, Mais, dans toutes les applications 
que Ton pourrail avoir a faire au probleme des trois corps, on 
pourra toujours ramener au cas ou aiicun des y n’est nul, en 
employant soit Fartifice du n" 165, soit celiii du n‘' 169. 


171. On pent aussi se poser le probleme autrement. Supposons 
•que Ton ait 

R = R' H- jjL R", 

que R soil de la forme envisag^e au d^but de ce Chapitre; que p 
soit un parametre tres petit; que W soit qiielconque^ assujelti 
.seulement a ^tre developpable suivantles puissances des I et des v], 
mais pouvant contenir des termes de tons les degres et m4me de 
degr^ uriy et avec des termes du second degre de forme quelconque. 
Les equations (i) deviennent 

di dR' ,dK' dr^ dR' ,dR" 

dt~ ^ dri ^ dri’ dt~^ d\' 

Nous allons faire le changement de variables du n® 151 puis 
celui du n^ 154, mais en posant en meme temps p” s'* p^, de sorte 
que Fon aura 

7l'=eYi", = 

•et en ^crivant 

R'=Ri4-R;M-Rl-4-..., 


)u repr^sente Fensemble des termes de degr^ nous poserons 


R = Ri-H£2S, R' = e2S2, 
jjt, S = 

II = Rl-t-Rj-t-.:-. ^ .'R" 


d-d' dS 
dt ~ ^d^"' 


dt 


dS 

dri" 
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Nous retombons done sur les equations du n*’ 1S4, et je n-ai 
presque rien a changer a ce qui en a ete dit. La seule difference, 
e’est que U, qui dans les numeros precedents ,ne contenait que de,s 
termes de degre pair, en contiendra de tons les degres, mais il n’An 
resulte aucun changement. 

Les ^ et les r\ restent developpables suivant les puissances des 


mais les developpements,.au lieu de contenir seulement des termes 
de degre impair, contiendront des termes de degre pair et meme de 
degre zero. 

D’ailleurs il est bien entendu que les conclusions des n”® 161, 
162, 163 ne subsisteraient que si R'^ possedait les m^mes sjm^tries 
que 



CHAPITRE X. 

CAS GENERAL DU PROBLEME DES TROIS CORPS. 


172. INous avons examine, dans les Chapitres V et VI, la ma- 
niere de former des d^veloppements qui satisfont aux equations 
differentielles du mouvement dans le cas general du probleme des 
trois corps. Au Chapitre YII, nous nous sommes attaches a un cas 
particulier, celui du probleme restreint et nous avons montr^ com- 
ment, dans ce cas, on pent faire disparaitre les termes seculAires 
de ces developpements. ' • 

Aux Chapitres VIII et IX, nous avons fait I’etude speciale des 
perturbations s^culaires, c’est-a-dire que nous avons cherche a 
determiner, dans le cas general du probleme des ti'ois corps, les 
termes de rang zero de nos developpements. Nous avons vii que 
ces termes dependent d’equations canoniques qui sont de m4me 
forme que celles du Chapitre VII, et qui, par consequent, condui- 
senta des developpements ou il est possible de faire disparaitre les 
termes seculaires. 

Nous allons maintenant revenir aux developpements les pins 
generaux du Chapitre VI, et montrer qu’on pent y faire dispa- 
raitre les termes seculaires par des precedes analogues a ceux du 
Chapitre VII. ^ 

II s’agit dhntegrer les equations canoniques. 


dL 

dF 

dX 

dF 

dt 

“ d\ ’ 

dt 

"" dh 

d\ 

dF 

d'f\ 

dF 

di 

~ dll’ 




Nous avons vu au Chapitre VI qu’on pent y satisfaire a I’aide de 
developpements de la forme suivante : 

(2) LO-f- 3L/, -4- 5X/, ?/= 
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Les 8L, 0 )., S?, S'/i sont developpables suivant les puissances 
de [Ji, de t, des des et suivant les cosinus et les sinus des 
multiples des fP, c’est-a-dire qu’ils peuvent ^tre mis sous la forme 

{ 3 ) ^ ^ ' 

Les k sont des entiersj A et h ne dependent C|ue des constantes 
et est un monome entier par rapport aux et aux vijb 

Les 5L, 5X, 2^, ot] s’annulent pour = 0 ; elles s’anmilent eg*a~ 
lement pour T==: cp/= Oj de sortequeles constantes LJ\ yi^- ne 

sont autre chose que les valeurs initiales de nos inconnues L, )v, 

71 pour *7 = (P = 0 . 

Ces developpements ( 2 ), (3) satisfont aux equations (i) quand 
on y fait 

- = ^ -H c, Wi = nit 4- s/, 

quelles que soient les constantes c et £/. 

Cherchons a appliquer k ces developpements le precede du 
n° 129. Nous sommes partis du theoreme du n° 16, qui est rdsum^ 
dans les formules 

dt 2Li dx 

Dans ie cas qui nous occupe, le role des x est joue par les L et 
les i; cefui des y par les \ et les vj; celui de F par — F. Nos for- 
miiles deviennent done 


U) 




do. _ y T 
Tt ZdlL 



— F, 


analogues aux formules (i3) et (i4 ) du Chapitre VIL 

Nous pourrons ecrire la seconde equation (4) sous la forme 


< 5 ) 







F, 


analogue a I’^quation (i5) du Chapitre VIL 

Le second meinhre de (3) est d^veloppable sous la forme (3). 
L’^qualion (5) est done de ineme forme que I’equation (i3) du 
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Chapitre VI, et Ton en conclut qiie Tune des solutions de ceLte 
Equation est encore developpable sous la forme (d). Ce sera celle 
que nous adopterons; nous regarderoiis done Q comme develop-* 
pable sous la forme (3). 

Ainsi les quantiles L, A, 7i, Q sont des fonctions de t, des (v 
et des constantes d’inlegration JLJ-, If, inais nous regarde- 

rons les comme des constantes donnees ane fois pour toutes^ 
de sorte que nos inconnues seront seulemenl fonctions de 

tv/o LJ, ^0^ 7)0, 

Nous pourrons done ^crire 


I L -H \ d t\ — do. 


Dans cette formule (6), les coefficients diflfdrentiels H, Wi, 

Xj*, Yi sont developpables suivant les puissances de t et suivant les 
sinus et les cosinus des multiples des et il en est de m^me des 
si Ton pose 


> W 


dfifc 


Je puis ecrire d’ailleurs plus simplement 


puisque 


Gf = 


drii 


rii — 


M, 

(b?)^ 


est fonction de L® seulement. 
Faisons maintenant 


d’ou 


-c = -h £/j 

d% = dt^ dwi — Tii dt -h 1 dni. 

On trouvera 


il) 
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en remarquant que se reduit a 


Ci-htWi 


ce qui donne 


dm 

dlf 


Cl dL^ — Cl dLi -h I Wi dm> 


Nos constantes d’integration qui joiient le r6le des a^t de la for- 
mule (4) sont ici les L®, les les les Done les W/, les C - , 
les X/, les Y/ qui jouent le role des Aa de la formule (4) seront 
des constantes independantes du temps et dependront seulement 
des constantes d’integration. 

De plus 

sera aussi independant du temps en vertu de I’equation des forces 
vives. 

Or les Wi sont developpables suivant les puissances de a et 
de 'w et suivant les cosinus et les sinus des multiples des et I’on 
pent leur appliquer le lemme du n^ 107 et le raisonnement du 

n^ 129. 

Pour 

t : = wjc-=njct, 

on a 

W,-=/o, 


ou /o? d’apres ce qui precede, est une constante inddpendante du 
temps et ne peut dependre que des constantes d’integration 

T,o to ^0 

Mais ici les constantes ti sontnulles, puisque nous faisons 

= rikt. 

Done /o 116 dependra que des 

L® to ^0 

En vertu du lemme du n^ 107, la relation 

W, = /o, 

qui a lieu pour aura lieu identiquement quelles 

que soient les valeurs de t et des (v. 

Done W/ ne peut ddpendre que des L^-, et r,®. 
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II en est de meme pour la m^me raison des 

GJ, X,, Y, 

et aussi de F (et par consequent de H). 

Reprenons Fidentite (6) et faisons-y 

T = o, 

et, par consequent, 

dz = dwi^ o. 

Les Xi, les et les v]/ se reduiront respectivement a et 

puisque ces constantes sont, par definition, les valeurs initiales 
des A, ^ et 7) pour 'z=i iv = 0, On aura done 

dX = 0, 

puisque les X® sont consideres comme des constantes donnees une 
fois pour toutes et 

drii—dyip 

On aura d’ailleurs (puisque t est nul) 

G/=C?, 

et, si Qorepresentelavaleur deQpourT=(v=:o, notreformule(6), 
deviendra 

(8) 2?? rfvi? - diio = 2 G? + 2 +2’^'' • 

Si nous faisons simplement t = 0, en conservant aux w des va- 
leurs quelconques, C/ est encore egal a C- et la formule (6) 
devient 


^Ldl-^^^di]^dLl 

= 2 W.- 2 G? dU 

II importe de remarquer que les quantites C^, Xj, Yj ne depen- 
dant pas des w ont memes valeurs dans la fornaule (8) et dans la 
formule (9). Si done je retranche ces deux formules Fune de 
Fautre, je trouve, en fais ant passer certains termes d’un membi'e 
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dans Fautre, 

(,o) rfr)9 = f/(<>-Ii„). 

Cette formnle suppose que Ton a fait 

X = 0, 

Prenons done nos developpements (2) et ( 3 ) et faisons-j 

': = o; 

ils definissentles L, \ */) en fonctions des ^ et des conslantes 

L?: 'nl 

Les A^- sont en effet regardees comme des constantes donnees^ 
line fois pour toiites. 

D’ailleurs les W sont des fonctions des LJ, ; done, inver- 
seinent, les LJ sont des fonctions des W, 5 ^- , rj, de sorte que fina- 
lement les inconniies 

Li) ^i- ?1) “^i 

sont fonctions des 

W/, ??, ■n?) 

et que ces fonctions sont donnees par les developpements (2), ( 3 ) 
(ou Ton a fait t = o). 

Ces developpements (2), ( 3 ) (avec 0) definissent done im 
changement de variables et la formule (10) nous apprend que ce 
changement de variables est canonique. 

Les Equations (i) conserveront done la forme canonique et de~ 


viendront 

[ dWi 

d¥ 


d¥ 

(i>) 

] di ~ 

< 

dwi ’ 

dt 

dTi« 

I dwi 

d¥ 


dF 


[ dt “ 

dWi’ 

dt 

d\'l 


Nous voyons tout de suite que F depend seulement des 
e’est-a-dire des W/, Done la derivee de F par rapport 

a Wi est nulle et Wj est une constante. 

On demontrerait, comme au n^ 130 , que les lemmes du n'" lOT 
sont applicables. 
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173. II faut voir maintenant quelle est la forme de la fonction F. 
Les developpements ( 2 ), (3) nous apprennent que 

Lz, Tj/ 

sont developpables suivant les puissances de p., rif, les coef- 
ficients du developpement dependant d’ailleurs des LJ et des (v. 
11 en est evidemment de meme de leurs ddrivees et, par conse- 
quent, de 

AL/, Ali, A'qi. 

II en est de meme de F (considerec comme fonction des L^-, 
a). II en est done de meme de 


e’est-a-dire de AQ; il en est done de meme de Q et par consequent 
aussi de 




dX 

dwi 



dQ 

dwi 


On voit done que W/, qui ne depend pas de t ni des (V, sera 
developpable suivant les puissances des if, vif et de [jl, les coeffi- 
cients du developpement dependant d’ailleurs des Lf. 

Si nous faisons p. ~ 0 , on a 


dXk 

dwi 


= o 


•d’OLl 


'd’ou enfm 




1 ni'=’l£, 


dF 

dF 

F = F„, 

-jF = 0. 

' dU ~ 

AQ = 


Fo = const., 

Q = 


-F„)., 


do. _ 


dy\ 

dwi 




W,= L?. 


Ainsi le premier terme du developpement de W/ suivant les puis- 


P. - I. 


18 
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sauces de p. se r< 5 duit a L“. Soit, pour p quelconque 

Wi=L?-+- 8 W,-. 

oW; sera developpable suivant les puissances de p, des II el 
les coefficients du d^veloppement seront des fonctions des L", ko- 
lomorphes dans le domaine envisage. 

Si done j’ai 

8W,-=/(^ % -nl L« ), 

d’ou 

3W; = /(P, II -nl Wa+LO- W,.), 

la fonction / sera developpable non seulement suivant les puis- 
sances des p, mais suivant celles des differences — Wa, 

les coefficients du developpement dependant seulement des W. 
Alors notre equation peut s’ecrire 

(12) L?-W,-+/(fA, Wa.+ L?-Wa.) = o, 

ct le premier membre est developpable suivant les puissances des 

ll, nh L^-W,. 

Quand on y fait 

[i = ^0 = 7)“ = 0, 

le premier membre se reduit a L? — W; et sa derivee partielle par 
rapport a cette difference sera i . 

Done, en vertu du tlieoreme de Cauchy sur les fonctions impli- 
cites, ou, comme aurait dit Laplace, du theoreme sur le retour des 
suites, de Tequation (12), on pourra tirer 

et, par consequent, L- en serie procedant suivant les puissances 
des p, ij-, ■n", les coefficients du developpement dependant 
d’ailleurs des W;. 

Si, dans F, nous substituons ces series a la place des L“, nous 
verrons que F est ddveloppable suivant les puissances de p, des 
et des VI- , les coefficients de developpement dependant seulement 
des W. 

Telle est la forme de la fonction F. 
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174. Revenons aux equations (ii). Rappelons-nous qae, en 
vertu de ces Equations, les W;t sont des constantes, que F ne depend 
pas des (v, et envisageons specialement les equations 

_ dF dr,\ dF 

dt ’ dt d\\ * 

Comparons-les aux Equations (i) du Chapitre IX : 

drg _ 

dt ~ dt~^''d\{ 

L’analogie est evidente; F joue le role de [jiR, celui de i/, 
ri® celai de r\i, De plus, F ne depend pas d’autre variable que des 
i-* et des rj®, puisqu’il ne depend pas des et que les W sont des 
constantes. Enfin F est developpable suivant les puissances des 

et des 

II y a toutefois une difference. Tandis que nR ne contenait que 
des termes de degr^ pair par rapport aux et aux le develop- 
pement de F contient a la fois des termes de degre pair et des 
termes de degr 6 impair. 

Quelle est la consequence de cette difference? Au Chapitre IX 
nous avons suppose que le developpement de S commencait par 
des termes du second degre, ce qui revenait a dire que [xR ne 
contenait pas de termes du premier degre. Mais I’liypo these que 
[xR ne contient pas de terme de degre 3 , 0 , 7 ,... n’a joii^ aucun 
role dans nos demonstrations depuis les n^® 153, 156, 157, 158. 
C’est seulement au n° 159 que nous Tavons introduite. C’est d’ail- 
leurs ce que nous avons explique au n^^ 170. 

Les r^sultats des 155, 156, 157, 158 seraient done applicables 
a des equations de la forme (i3), ouFne contiendrait pas de terme 
de degre un par rapport aux inconnues, mais pourrait contenir 
des termes de degre 3, 0 , 7 , — Avec de pareilles equations, les 
inconnues seraient developpables suivant les puissances d’expres- 
sions de la forme 

(14) E/, cosw/^., E/, 

oil les Ea seraient des constantes d’int^gration et les des variables 
auxiliaires ; pour satisfaire aux Equations du mouvement, il faudrait 
faire 
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oil les Y sont des constantes dependant des E etles de nouvelles 
constantes d’inlegration. 

En revanche, les resaltats du n® 159 ne seraient pas applicables, 
de sorte que les developpements conliendraient non seulement des 
termes de degre impair par rapport aux expressions (i4), mais 
aussi des termes de degre pair, Ils ne conliendraient pas cependant 
de termes de degre ^ero. On voit en effet que les equations diflfe- 
rentielles sont satisfaites quand toutes les inconnues sont nulles. 
Les inconnues s’annulent done toutes a la fois quand les constantes 
Ea s’annulent toutes a la fois. 

Le cas oii F contient des termes de degr^ itn peut-il elre ramene 
a celui ou F ne contient pas de termes de degre an? Rien n’est 
plus facile ; il suffitde poser 

OU et r{^ sont les inconnues nouvelles, a^* et (3^ des constantes. 
Nous delerminerons ces constantes, de telle faQon que 

dF _ d? ^ 

quand on y fait 

Alors, en effet, les derivees de F s'annulanl avec les et les 
le developpement de F ne contiendra pas de terme de degre un 
par rapport aux et aux y\i . 

Ce changement de variables ayant ramen6 nos Equations a la 
forme qne nous avons traitee, nos nouvelles inconnues et 
sont developpables suivant les puissances des expressions (i4); il 
en sera done de meme des anciennes inconnues et 'r\] qui n’en 
different que par des constantes. La seule difference, e’est que les 
developpements des et des contiendront des termes de degre 
zero^ tandis que ceux des et des n’en contiennent pas. 

175. Il importe, avant d’aller plus loin, de faire voir que les 
constantes a/ et sont tres petites del’ordre de u. 

Pour cela, je commence par observer que la valeur moyenne de 

est divisible par [a-. Je rappelle ce.que j’entends par valeuv 
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moyenne d’lin d^veloppement procedant siiiYant les puissances de t 
et saivant les sinus et les cosinus des multiples des w, C’est Fen- 
semble des termes de ce d^veloppement qui sont independants a la 
fois de T et des w. 

D’apres cette definition, si U est un pareil developpement, la 
valeur moyenne du developpement 

dU 

dwi 


sera nulle, puisque les termes independants des w disparaissent par 
la differentiation. 

Je remarque ensuite qiie 


dri/c 

dWi- 


d\jc 

dwi 

d\i 

dwi 


d q\/c 
dwi 




d oli 
dwi 


d 

~d^i' 


U=Ll+ZU; 


II vient done 

d 07) /c do. 


d 




de 


dwi dwi 

Or L®, sont des consLantes, de sorte que les valeurs moyennes 
dl\k 


j Q to u/\/c vQ dt'fljc dil 


sont nulles et que Ton a 


d^Vf dwi 


val. moy.(W/— Li) = val. moy. 


. dly\ 

dwi 


Comme SL, Sa, 0 ^, 3y) sont divisibles par p., nous voyons que la 
valeur moyenne de Wj— L/ est divisible par 

c. Q. F. D. 

Cela pose, cberchons a exprimer F en fonction des W, des et 
des 7)0 et cela en n^gligeant Nous avons 

F = Fo 4- fxFi. 
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Le premier terme Fo depend seulemeiit des L/ et, comIne^^^^ L/ 
est de Fordre de a, nous pouvons ecrire 

Fo(Li) = F„f \V,- jh-2 ^ (L; — W/), 

en negligeanL d'ailleurs comnio 

6?F,. ^ 

# I “ — 

cLiai 

est de Fordre de nous pouvons, toujours en negligeant 
ecrii'e 

Fgi L/) = Fo(\\'t j ^ ^ ) 

eL 

F = Fo(\V/; — W/)h-|J.Fi. 


Dans le dernier terme 
connues 


aF^, nous pouvons remplacer les in- 

Lf* A/, T[i 


par leurs valeurs approchees 

W/, 

L’erreur cominise sera de Fordre de a-. 

Comme F est une constante, il esl egal a sa valeur moyenne. 

Or Fo(W/) est une constante; la valeur mojenne de L^- — Wf 
est nulle en negligeant p.-; celle de F| se reduit a R, partie secu- 
laire de la fonction perturbatrice. 

Done 

(i5) F = val. moy, F = FoCW/) H- R. 

Dans R, il faut remplacer L/, tj/ par W^, J parle 
pas de \i qui ne figure pas dans R. 

Or nous savons que le developpement de R suivant les puis- 
sances des I et des vj ne contient que des termes de degr6 pair; si 
done on n6gligeait a-^ il n’y aiirait que des termes de degr6 pair 
dans le developpement deF suivant les puissances des et des 
Oil Lien encore, si Fon exprime F en fonction des W^*, y\^ et 

si Fon developpe suivant les puissances des et des les termes 
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de degre un et, en general, les termes de degre impair seront divi- 
sibles par a-. 

Quelles seront alors les valeurs des constantes a/ et ,3^? Cc seront 
les valeurs qui, substituees a la place des et des satisfont aux 
equations 



chc^\ 


= o. 


Les premiers membres de ces equations sent divisibles par ul; en 
effet, pour p. = o, F se reduit a Fo(W/), e’est-a-dire a une con- 
stante independante des et des Si done nous posons 

F = Fo(W,)-h.aF, 


nous pourrons ecrire nos equations sous la forme 


dF 




dr,\ 


= o; 


nous aurons ainsi fait disparaitre le facteur [x. 

Les premiers membres de ces equations sont developpables sui- 
vantles puissances des et de u.. Pour p. = o, se reduit a Ry 

et ne contient plus que des termes de degre pair par rapport aux 

et aux ; ses derivees premieres s’aiinulent done avec les et 
les 7]® . 

Nos equations sont done satisfaites pour 

= '/)J = p. = o- 

Nous tirerons done de nos equations les et les en series 
procedant suivant les puissances de p, et ces series s’annuleront 
avec p. Comme les valeurs des et rif ainsi obtenues ne sont 
autre chose que les constantes a, et nous devons conclure que 
les cx.i et les fti sont des series procedant suivant les puissances de p. 
et contenant pi en facteur, que ces constantes sont par consequent 
de Vordre de p,. 

Si alors, dans notre fonction F qui est ddveloppable suivant les 
puissances de 

in ■')?» 

nous faisons 


il est clair qu’apres cette substitution, F sera developpable suivant 
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i:'o 

‘s/ 7 


0 


170. Reprenons maintenant la derniere equation (i i) : 

dwi ^ dF 

IF ~ dWi' 


Le second membre depend seulement des 

W fO -0 
1} * 

Ces quantiles viennent d’etre determinees et Ton a trouve que 
les Wi sont des conslantes et que les et les Y] • sont developpables 
sui\anl les puissances des expressions 

( 1 4 ) cos fpjr., Fk sin 

ou les Ea- sont des constanles d’integration et ou les doivent etre 
reinplaces par 


Le second membre est done connu, de sorte que nous obtien- 
drons (V/ par une simple quadrature. 

Le second membre est developpable suivant les cosinus el les 
sinus des multiples des Soit /?'• sa valeur moyenne et posons 


avec 

dw} _ dgi _ dF 

dt “ dt d\Ni 


Comine est developpable 


cn I van f ]pc 


sions (i4) et de [jl, les coefficients du developpement dependant 
d’ailleurs des constanles Wa, sa valeur moyenne /^^■ sera une con- 
stante ddveloppable suivant les puissances de p et des E| [je dis 
des E^ parce que n- ne doit pas dependre des (c/. n^ 160)]. 

Quant a la difference 

dS\i 


elle pourra ^tre mise sous la forme 
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ou A et h sont des conslantes dependant seulcment des W, dcs E 
et de a, et ou les k'j sont des entiers. 

II vient alors 

W} = n'it TTT/, 


les U5i etant de nouvelles constantes d’integralion, et 

^ ^ j 


(r6) 


—2 




Rappelons que les sont divisibles par a; on pourrait done 
cralndre que les expressions des gi ne contiennent [x au denomi- 
nateur, si les coefficients A n’etaient pas eux-memes divisibles 
par [JL. 

Heureuseinentj e’est ce qui arri\e; si nous faisons ^ = 0 , nous 
aurons, en vertu de la formule (lo). 


F = Fo(W,), 


dF t/F,) 


Coinme 

w \V i 


est line constante, elle est egale a sa valeur mo 3 "enne, 


de sorte qu’on a 
et 


_dF_ ___ 

d\\i 


d^i 

dt 


= 0 . 


Si ^ s’annule pour [jl = o, e’est qu’il est divisible par p*. Done 

tous les coefficients A sont divisibles par p. Dans Fexpression de gi^ 
le facteur p disparait haul et has, de sorte que cette expression est 
developpable siiivant les puissances de p. 


177. Reprenons maintenant les developpements ( 2 ), (3); nous 
satisferons aux equations (i) si nous j remplagons : 

1 ° z^diTzero; 

Les et les par leurs developpements suivant les puis- 
sances des expressions 


r, cos , 
Ea- . 
sm ^ 


kt 




(I4) 
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cleveloppemenls qui resuUent de I’integration des equations (i3) et 
qui dependent d’ailleurs des constantes 

3*^ Les Jj] par leurs valeurs en fonctions des W/, ] ces 

\aleiirs etant developpables suivant les puissances des et 7)9 
seront egalemenl developpables suivant celles des expressions ( 14 ) 7 ' 
4"^ Les a'i par 

Le tonne general du developpement (3) s’^crit 
11^ A 51 l 0 cos ^ /ii Wi -t- . 

Je puis siipposer m = Oj puisque je fais dans ce developpement 
el qiie, par consequent, les termes qui contiennent un 
iacteur -v disparaissent; si je fais de plus {Vi= notre deve- 

loppement deviendra 

I ^ orio cos kigi-+- cos kiwi^ 

( — 2 aicn sin Ayg/-h sin kiw'lj . 

Le mononie rTto sera developpable suivant les puissances des 
expressions (i4); il en sera de meme de A, cos A, sin A qui de- 
pendent des L9; il en sera de meme des ainsi qunl resulte de 

la formnle ( 16 ): il en sera done de meme de cos ( ^ ? 

cos^^/iig-i+ /tj, sia^^/cig/+ Ainsi les 

coefficients de noire formule ( 17 ) sont developpables suivant les 
puissances des expressions (i 4 )* 

En raisonnanl comme au 69, on verrait que les developpe- 
ments (3) prennent la forme 

(.8 , 2 . .Ef- (2 

les en tiers el p satisfaisant aux conditions 

(mods), qi^\pt\. 

Les coefficients B dependent d’ailleurs des constantes W/. 

Pour satisfaire aux Equations (i), il faut dans les ddveloppe- 
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ments (i8) faire 

t, , tpj = nit ttt/. 

S'il y a n + 1 corpSj soil ii planolcs, ccLte solution renferniera 
6/1 constantes arbitraircs, a savuir : los ii constantes les *>.ii 
constanles E/, les n constantes 73/, les 9.Ji constantes ttt'.. Je ne parlc 
pas des que nous regardons comme donnees iine fois pour 
toiites. 

Le systeme (i) est d’ailleurs d'ordre 6)/?. 

178. Rc\enons aiix equations (i3) el examinons-les de plus 
pres. Nous les avons rapprochees des equations (i) du Cliapitre fX 
et nous avons vu au n^ 17i quelles sent les differences; on pent 
ramener au cas du debut du Cliapitre IX en combinaul 1 artifice 
du xiP 170 avec celui du n” 17i. Mais 11 est plus simple d^employer 
le precede du n"" 171, c’esl ce que je vais expliquer. 

En nous reportant a la fonnulc ( i5), nous \oyons que Ton a 

F = Fo(\\7)-+- ;xPdH- a2R", 

ou R' n’est autre chose que R ou Ton a substitue W /, ;]/ et a la 
place de L/, qi el tandis que R'"^ est developpable suivant les 
puissances de [jl, v])?, et depend en outre des constantes W /. Les 
equations (i3) deviennenl alors 

^ dK dK'^ 

dt ~ dii\ '"'“drf 
drif dW , 

Nous reconnaissons la les equations du n'* 171, car R' est forme 
avec les et 71® comme R avec les et y)/. 

Si toules les planetes se mouvaient dans un meme plan, de faQon 
qu’on n^eut pas a tenir compte des inclinaisons, aucun de nos y ne 
serait nul, de sorte qu’il n’y aurait aucune difficulte. 

Dans le cas ou Ton dolt tenir compte des inclinaisons et ou I’un 
des y est nul, on tourne la difficulte par Tun des deux artifices 
exposes a la fin du Cliapitre IX, par exemple par celui du 169. 
On se rappelle qu’il consiste a rapporter le systeme non a des axes 
fixes, mais a des axes mobiles tournant uniformement autour de 
I’axe des x^. 


(i3 bis) 
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Solent alors U, >/, o', co' les elements canonlques osculateurs 
rapportees aiix axes fixes; L, A, p, co les memes elements rap- 
porles aux axes mobiles; on aura 

L = p = p', A = //-4- aa^, co = tu'— ajaif, 

a elant une constanle dependant de la vitesse de rotation attribuee 
aux axes mobiles. 

On aura les equations canonlques 


dV __ 

dF 

dd 

_ dF 

dt 

dCd' 

dt 

~ dd 

cTd __ 

dF 

did 

dF 

dt ~~ 

dV' 

dt 

dd'^ 


d'ou II est aise de deduire les suivantes 



( d\. 

d{F -4- a|JcH j 
cTk 

dp 

d{F 4 - aiJcH ) 

(ao) 

dt ~ 

dt 

diS^ 

j (D. 

d{F -f- a;jcH) 
dh 

d(.o 

d(F-hcc{jLH) 

dp 

ou 

! dt ~ 

dt ~ 


H=^L-'^p 


est le premier membre de Tune des equations des aires. 

J’ajoute que quand j’aurai remplace U, p', )/, to' par 

1j, p, A — xjjc?, CO -j- 

les functions F et F H- auiH dependront seulement de L, p, X, co et 
pas da temps t] cela tient a la sjmetrie particuliere de la fonc- 
lion F (c/. n'^ 169). 

Si nous revenons aux variables \ et 7|, les Equations ( 20 ) conser- 
veront leur forme canonique et deviendront 

4 ^(F + a(jLH) 

dt ~ d*r\ ’ 

dt ~ d\ 

Nous op^rerons sur les Equations ( 21 ) comme nous avons op^r^ 
sur les Equations (i). Remplagons done dans F et dans H les va- 
riables en fonctions des W/, pp/; comme H est une constante, 

en vertu des Intdgrales des aires, H ne d^pendra pas des pp/, et je 


/ £L d(F-hxp.H) 

^ dt ~~ dX ’ 

\ dk __ d(F-hxiJiH) 

( dt dL ' 
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pourrai ecrire 
ou 






el OLX H'' est developpable suivant les puissances des a, el 

depend en outre des constantes W/. Les equations (i3) deviennent 
alors 

[ ^ d(R'~h:iH') __ , di'Pd-^y.iri 

/O' I ^ 

(r3 ter) { 

_ d(W-^xlV) , all'^ 

( ^ <'? '■ dl^ 

Ces Equations sont de la forme de cedes du n"" 171, et les pro- 
cMes du Chapitre IX peuvent leur elre appliques sans auciine dif- 
ficulte. 

179. Calcul des moyens mouvements. — Je dis que les coeffi- 
cients 71^ et y' (qui jouenl un role analogue a celui des moyens 
mouvements) sont developpables suivant les puissances du para- 
metre UL et des constantes E^. C’est ce qui resulte de loul ce qui 
precede et nous pourrions le demonlrer de bien des manieres, 
mais il semble que le mieux soit de raisonner comme il suit. 

Les equations (i) doivent etre satisfaites quand on fait 


d’ou 


d 




d , d ^ 

Ift ^ ^ 2d 




dw\ 


Servons-nous de cette derniere formule pour transformer les 
equations (i). Nous obtiendrons ainsi les deux systemes d’equa- 


tions 




(22) 


dXf 

dwl 

V.,; 

^ dw'i, 


d%i 


et 




(23) 

I2"i- 

cD^i 

dw'k 

, (d7vi 

(K 

dr\i 

_V 


dP 

dU 

dr^i 


dW 

d¥ 
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Cc sont deux systeines d’ecjuutions lineaires d ou 1 on pent tirei 
les conslantcs /d“et y'. En eilct I’indice i peut prendre n valeurs 
(s'il y a n planeles j pour les )./, eL 2 n pour les \i et les yj;, 1 indice k 
peul prendre n valours pour les n' et les fr" et in pour les y' et 
les (^^ Chacun de nos sysiemcs coinprend done 3n equations et 
3/2 inconnues. 

Les seconds membres des equations ( 22 ) et (23), c est-a-dire les 
derivees parlielles de F, ainsi que les coefficients, e’est-a-dire les 
derivees partitdles des ; et rj, sont developpaiiles suhant les 
puissances de 

( 24 ) ■ 

Les delerininants formes a I’aide de ces equations lindaires 
seront done developpaiiles de la meme inaniere. 

Cliacune de nos inconnues se presentera done sous la forme 

P _ Q 
X “ Y’ 

oil P, Q, X, Y sont des series procedant suivanl les puissances des 

^ P • r 

quaiUites ( 24 ). La premiere expression ^ sera d^duite des equa- 
tions ( 22 ) el la seconde expression — deduite des equa- 
tions (23). En consequence X el Y sont les d^terniinants des 
equations ( 22 ) et des equations (23). 

Soieiit Xo el Yo rensemble des termes de degre le moins eleve 
des deux developpements X el \ ; je dis que, si les deuxpolynonaes 
Xa et Yo sout premiers entre eux, le developpement P sera divi- 
sible par X, et Q par Y de sorte que chacune de nos inconnues 
sera developpable suivantles puissances des quantiles ( 24 )- 

C’est la un theoreme general, d'ailleurs bien connu et que je vais 
etablir en quelques mots. On aura 

PY = QX, 

de sorte que PY est divisible par X 5 je dis que P est divisible 
par X. Si en effet P n’^tait pas divisible par X, on pourra ecrire 

(25) P==RX-i-.S, 

oil R et S sont des developpements de meme forme que P, Q, X, Y^ 
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eL oil renseinble Sq des termes de degre le molns eleve du de\e- 
loppement S ii’est pas divisible par Xq. 

Si en eflet So etait divisible par Xq, on aurail 

So=MX„ 

M eUiiit im polj'nome homogeiie, puisque S,, ct Xo soiit des jjol y- 
nomes homogenes. On pourrait alors poser 

P =ai-hM.X-r-(S — MXj, 

formule analogue a la formule ( 25 ) mais ou R esL remplace par 
R -h M el S jiar S — MX. Si nous comjiarons les lerines de degre le 
moins eleve de S — MX a ceux de S, nous ^oyons que le degi*e des 
premiers esl plus grand que celui des seconds, car So — MXo = o. 
On pourra done augmenler sans cesse le degre des termes le moins 
eleve de S, a moins que I’on n'arri\e a un moment oii So ne sera 
plus divisible par Xq. Supposons done que So ne soil pas di\isible 
par Xo. On aura alors 

RXY-i-SY = QX, 

ce qui veut dire que SI' est diNisible par X; il faul done que o 
soil divisible par Xo; or cela impossible parce que Yq est premier 
avec Xo et que Sq n’est pas divisible par Xq (pour des polynomes, 
le theoreme a ete demontre par Kronecker). Done P est divisible 
par X. c. Q. F. D. 

Nous sommes done conduits a rechercher si Xo csl pi'emier 
avec Yo et pour cela, il suffit de demontrer que cela a lieu pour 
p. — o. Si nous faisons p — o, il reste 

= XJ -f- Wi, r^i = ? , 

Or les et les ne dependent que des w' et pas des ^ de sorte 
que, dans les premiers membres des equations (22) et (sS), les 

-dh ^ disparaissent. 

Il en resulte que X est le produit de deux determinants : 

Celui des qui est egal a i, puisque pour p. = 0, w] 
dwh 

est ind^pendant des 



9.88 


CllAl»ITnE X. 


■>“ Celui des “• Noas devons nous borner a en chercher les 
chVt: 

termes de dcgre le moins eleve. Rcmarquons que, pour a — o, 
les peuvcnt ulre calculees simplement a I’aide des equalions (i) 
dll Chapilre IX [c’est-ii-dire des equations (i3 bis) ou (i3 ter), en 
sup[U‘imani dans les seconds meinhres les termes en p"]- Res <;'■ 
sont alors ddveloppables siiivantles puissances des quantites (i4)- 
Pour avoir les leriues du degrc le moins eleve de notre determi- 
nant, il suffjl de prendre dans les les termes dii premier degre; 
lesqucls pern exit se calculer jiar les procedes du Cbapitre \III. II 
I'aut done d'aijord faire subir aux le changement de variables 
du n'’ lol, qui estlineaire et canonique; si alors nous appelons 
les nouxelles \ariables on aura (en nous bornant aux termes du 
])reinier degre) 

t)? = Ea- cos tu)., ^7 = — E/, si n tv ). = — r)'/? ■ 

Ce que nous cherchons e’est le determinant fonctionnel des pat- 
rapport aux (v'; or il est egal au produit du determinant fonc- 
tionnel des par rapport aux 5* qui est egal a i (puisque le chan- 
gement de variables du n" ISl n’esL qu’un changement de coor- 
donnees rectangulaires) par le determinant fonctionnel des itar 
rapport aux w' qui est egal a 

’ 0 y/ 0 y ^ 0 

On a done 

Xo = r;« T,? . . .r;i, = jQ(EA sin w).). 

On truuverail de meme 

Yo=r.'’^;i“..-rA=JX(EA-cos<.), 

ce qui montre que Xo el Yo sont premiers entre eux. 

Quelques mots pour repousser une objection possible. On 
pourralt dire que X0 etYo sont premiers entre eux pour tx ~ o, 
mais qu’il n’est pas certain qu’il en soit de meme pour Il 

peut se faire en effel que les termes de degrd le moins dleve de X 
ct Y, qui sont de 2/1 par rapport aux quantitds (24) quand 

on fait p = o, soient de degrd moindre pour parce que les 
termes du degr6 le moins 61ev^ qui ne seraient d’ailleurs pas pre- 
miers entre eux disparailraient pour p = o. 
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Pour se mettre a Taljui de cetle objoclion, i] suffit de convonir 
([QC Pon e\aluera le degre de chaqne terme en attrlljuant a 
KA COStr^., E/fSintrJ^. le degre i et a a le flegre q eLant un entier 
plus grand que 2/z. On sera certain alors que tous les termes qui 
contiennciit p. en facteur sent an moins de, degre 'in. 

II resulte de tout cela que nos inovens inouvements n' et y' sent 
developpables suivant les puissances des (juantites ( 2 f) et^ puisque 
ce sont des constanles independanles fles qudl sent fp've- 
loppa])les suivant les puissances de a et des E^.. 

c. Q. F. D. 


Cherchons les valeurs des et des y' pour 

|X = 0. 

Pour [JL = o, on a 

P r - 

r — Pq, jj — Tlij — . ■ Oj 



|X = 0. 

a 

dF 

clF _ riV _ 

dL^ ^ 

d^i dc^i 

eVki _ 

dy^i j 1 *1 


div i^. 

d\d\ ~ 


de sorte que les Equations (22) nous donnent d'abord 


et ensuite 


Done les contiennent pi en facteur , et les n^se reduisent 
aux Jii pour [jl = o. 

Voyons ce que deviennent les ^ pour 

Si nous n^gligeons p- dans les seconds membres des equations 
(22) ou (23), nous pourrons ecrire 

^ (i? ^ dV, 

d\i “ ^ d^i ' dr^i dr^i 

et dans les deriv^es partielles de Fi remplacer 

Fz, 5wz, 

P. — I. *9 



CHAPITRE X. 


290 

par leurs valeurs approchees 


W,, X?. 


?'0 
'll •) 


<[ui sonl exudes a des qiianlites pres de I’ordre de ;j.. 

Les deux membres sont alois developpables suivanl les sinus 
el les cosinus des mulliples des (v'^etdes w'. Egalons dans les deux 
ineroLres les lernies cpii ne dependent pas des w", mais seulement 
des iv'. 

Dans les derivees les termes ciui ne dependent pas 

des sonl ceux qui ne dependent pas des A; ils ne soiit done 
autre chose que 

dR 

d\i ^ dr^i 
oil 

dr^ 


puisque Ton pent remplacer el par et . 

D'a litre part, dans les premiers membres les termes 




ne me domieroiit pas de termes independants des puisque ks 
termes de cette nature, qui pourraient exister dans disparaissent 
par la dilFerentiation. 

Enfin, dans les termes 



nous pouvons remplacer les par ; Perreur commise sur 
est de Pordre de a; Perreur commise sur vi est done de Pordre 

‘ dwr, 


de U-, puisque est de Pordre de 

Done, en negligeant jj.- et conservant seuJement dans les deux 
membres les tei'ines ind^pendants des les equations (22) et (23) 
de\iennent 





'drtf 


2u‘^ d«.’, ' dif' 




Tout ce que nous a\ons dit reste d’ailleurs \raiy si Ton <.*st 
oblige d’emplojer Fartifice du n® 169 cl de remplacer F et R [)ar 
F + et R + ajjiH. 

Pieniarqiions que run des arguments esl loujours egal a aa 
(et par consequent a zero, quand rapportanl le systeme a des axe^ 
fixes on fait a= o). Soieiit en effet, coinme au n'^ 169, U et V les 
deux premiers membres des equations des ruTes. On trou\e alors 
aisenient 


dt 



car les crochets de Poisson 

[F,U].=:[F, V]=o, [H, UJ = V, [H. VJ=:-U. 

On tire de la 

U = G cos( sjjt t a), V = G sin ( 7.;jl t -r- h)j 

equations qui expriment d'ailleurs que, pour im obser\aleur inva- 
riablementlie aux axes mobiles, le \ecteurdes aires qui est fixe dan^ 
Fespace paraitra decrire un cone de revolution d’lin mouveinent 
imiforme; C et A ^tant des constantes. GommeU etV doivent etre 
developpables suivantles sinus et les cosinus des multiples des (v' 
et des cela prou\e que h est une combinaison lineairc 

a coefficients entiers des et des w'', c’est-a-dire que ajA est une 
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combinaison lineaire a coefficients entiers des n’ et des 

JEii faisaiit 0 .^ 0 ; je \ois d^abord (|oe les entiers ki sont mils ^ en 
faisanl ensiiile ja tres petit, negligeaiit p.- et faisant -Ej. “ o, il reste 



Or est cgal a a|a et il n’y a pas d’autre relation lineaire a 
coefficients entiers entre les y et ccja. Done tons les entiers sont 
mils exceptc qui est egal a i; on a done 

aa=:Y2„. c. Q. r. D. 

180. Nombre des arguments. — Dans le cas general du pro- 
bleme des corps (n planetes), nous avons n arguments 

et 2 /i arguments en tout 3/i; mais comme y',^ est nul lorsque 
Ton rapporte le systeme a des axes fixes, I’argument se r^duit 
a line constante. Les coordonnees des n-j-i corps dependent done 
de — I arguments seuiement: leurs distances ne dependent que 
de 3;? ■— 2 arguments {vide infrety n” 193). 

Dans le cas ou les ri H- i corps se meuvent dans un m^me plan, 
on n'a plus que n arguments mais aucun des y' n’est nul; les 
coordonnees dependent done de %n arguments. 

Dans le cas du probleme des trois corps, les coordonnees 
dependent de 5 arguments si les iiiclinaisons ne sont pas nulles et 
de 4 si elles sont nulles; les distances dependent de 4 arguments 
dans le premier cas, de 3 dans le second. 

Si Tune des masses est infiniment petite, les autres masses se 
meuvent conform^ment aux lois de Kapler; I’un des y^ devient 
nul, e’est celui d’ou ddpendrait le mouvement du perihelie de la 
grosse masse; nous n!itvons done plus que 4 arguments si Tincli- 
naison n’est pas nulle et 3 si elle est nulle; mais les distances 
muluelles des trois corps dependent encore de 4 arguments dans 
le premier cas, de 3 dans le second. Les equations ne pr^sentent 
plus en eflel la m^me synn^trie et il y a une direction fixe qui joue 
un r61e particulierj e’est la direction du perihelie de la grosse pla- 
n^te. 
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Passons enfin au cas du proPleme restreint, et su])posons que 
I’orbite de la grosse plancLe soil circulaire. 11 n’j a plus alors de 
direction fixe qui joue un role particiilier puisqiie le perihelie de 
cette orbite est indetermine. II en resiille que les distances inu- 
tuelles des trois corps dependent seiilement de 3 arguments si 
Finclinaison est nulle et de 2 si ellc n'est pas nullc (vide infra. 

n‘^ 193). 
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181- Comparaison des developpements. — En comparant les 
dev(‘loppemcnts (3) et (i8) dii Cliapitre precedent, on est con- 
duit u des resiillats moins simples et moins nets qiie dans la com- 
paraison des developpenients correspondants du Chapitre VII. 
Cependant qiielques-uns de ces resultats ne sont pas sans inter^L 
<*l, parini eiix, je citerai surtout le celebre tbeoreme de Poisson 
sur rinvariabiiite des grands axes. 

Rappelons la forme des developpenients (3) et (i8) dn Chapitre 
[)rccedent, develoiipeinents aiixquels je donnerai dans ce Chapitre 
les n*^® (i) et ( 2 ). Le premier s’ecrit 


(n 




cos 

sin 



et le second 


(.■2) 

L’un et Pautre donnent la valeur de Tune des qnantites 8L, 3)., 
oq, 6Y\, le premier quand on y fait 

T =: iT -f- Cj Wi— riit -i- £i, 
le second quand on y fait 

w/ = n\ t H- t -H js),. 

D’un autre c6t^j L“ sont ^galement developpables 

sous la forme ( 2 ), de sorte que 

L/=L®-Hob/, = 



THEOREME DE POISSON. 205 

sont developpables a la fois sous la forme (i) et sous la forme (2), 
landis que 

X/— tr/= XJ oX/ 

esL developpable sous la forme (i) et que 

X/— = X9 -i- oli 

est developpable sous la forme (2). 

Si Ton vent comparer ces deux developpements, il faut d’abord 
choisir les constantes e, £/, zu, de facon qu’ils representent la 
meme solution des equations du mouvement. 

Si nous prenons le developpement (i) etque nous y fassions 

c’est-a-dire si nous attribuons aux constantes c el £/ la valeur zero; 
ce developpement (i) nous fera connaitre la solution particuliere 
des Equations du mouvement qui est telle que les inconnues L/, 
aient comme valeurs initiales L®, rjf pour t = o, 

Seulement, ici, il faut prevenir une confusion; dans les deve- 
loppements (i), LJ-, representent des constantes, a sa- 

voir les valeurs initiales de L/, A^*, 

Dans les formules ( 3 ) ci-dessdus, au contraire, ne 

sont plus des constantes. Je conviendrai done de representer par 
Ljj ri- les valeurs initiales L/, Tj/. 

Nous devons done choisir les constantes W, E, m et zu' de telle 
facon quele developpement (2) repr^sente la meme solution. Nous 
avons les equations 

XJ -T- w}~h oX/j 
TjO or,/. 

Dans ces Equations, chacune des expressions SL, oX, 5 ;, Sri 
doit ^tre remplac^e par le developpement (2) correspondant et il 
en est de meme d’ailleurs de g'i, Lf. 

Faisons maintenant ^ = o, c’est-a-dire 

z= m' , 



w" = w/, 
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20L,-, r>S,'. Sor,,, L;>«, •'■■r 

ce qae de\ienncnt par ccUe substitution 

rr . ?'/ . P'i. rrr ’ f <> r ^ 

^>s/J 5 > 5 / J / * 


Conjme L/, a/, t,^ doivent se reduire a leurs valeurs ini dales 

^r? eqiiadons(3) deviennent 

/ j.t = L«o^5oL., 

(4) ' r,; = r,oo-f-oOr^,, 

( Wi=^ — 


Telles sont les reladons d’ou nous devons lirer les constantes 

W, E, mi, w’f. 


en foncdons des valeurs ini dales 

;/7 

J’observe d’abord qiie les seconds membrcs des equations (4) 
sont developpables sui\ant les puissances de 

fz, Kx: cosTu'^^., Ea- sinwy^. 

et suivant les sinus et les cosinus des multiples des ce sont 
d’ailleurs des foncdons lioloinorplies des W. 

Pour jA = 0 , les equations se reduisent a 

(5) Li = W/, = = 

Dans ^9, on a fait [j,= o, et ces quantiles, indepen- 

dantes des tcf/, sont developpables suivant les puissances de 

E A c os w'f., E A si n 

De ces relations (5), on peut tirer les 

E A CO s Tu^. , E A si n 

sous la forme de series ordonn(^es suivant les puissances des et 
des et dependant d’ailleurs des W/ ou, ce qui revient au meme, 
desL]. 
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De memej (jui est developpablc sulxant les puissances des 
cos E/,. sin TjjJr. 

<leviendra developpable suivant les puissances des et des ‘/]j. 

Qu’ai'rive-t-il maintenant pour p. cpielconque. Remarcjiions que 
les deux membres des equations (4) sont developpables suivant 
les puissances de p-, des ttf/, des 

E/c cos E4. sin 

■et enfirx des W/ — L], si Ton reniplace W i par L- (^y/ — Lj 
oar ce sont des functions holomorpbes des W/ quand ces variables 
sont suffisaniment voisines de leurs valenrs approcbees Lj. 

Or, que nous apprend le theoreme de Cauchy siir le retour des 
suites inon Ouvrage Siii' les methodes nom^elles de la Me- 
canique celeste, t. I, 11 “ 30)? 

Supposons que Ton ait a equations dont les seconds membres 
sont mils et dont les premiers membres sont developpables sui- 
vant les puissances de ?i fonctions inconnucs ;:? 2 , et de 

p variables independantes Xp et que Ton veuille lirer 

de ces equations les inconniies ^ en fonctions des variables x, Le 
theoreme en question nous apprend que les z seront develop- 
pables suivant les puissances des^, si les ecpations sont satisfaites 
quand on fait 

^ = 07 = o, 

et si, pour z z=:i x = 0 , le determinant fonctionnel des premiers 
membres par rapport aux jij n^est pas nuL 

Cherchons a appliquer ce theoreme aux Equations (4) eta tirer 
■de ces equations 

W/ — LJ, E 4 costal Ea- sintn’J., w/, 
en fonctions de [a, . * 

Verifions d’abord que les equations sont satisfaites pour 

p =: = 7]J =: W/— h\ = EACOS73rJ;.=: EASimST^.— 0. 

Pour [jL = o, les equations (4) se r^duisent aux Equations (5); 
il suffit done de montrer que et s’annulent pour 

E4 cosTu^. = E>t sinTijji. = o. 
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Nous savons qiie ct sont donnes par les equations (i3 bis) 
oil (i3 ter) dll Chapitre precedent; comme nous pouvons faire 
ij. = o, nous pouvons ncgliger les terines en p.-R” et ces equations 
se reduisent a 

dt ~ cit^f dt 

Elies ne sont autre chose, a la difference des notations pres, que 
les equations (i) du Chapitre IX. Done R' ne contient quo des 
termes de degre pair par rapport aux et e’est-a-dire que les 
developpeuients des et r,? ne contiendront que des termes de 
degre impair par rapport aux 

E/,. cos E4. sin 


ris s’annuleront done pour 

E/. cos = E/,. sin (v'r. = 0 , 

e’est-ii-dire que les s’anniileront pour 

Ea- cos wjr. = E,'. sin nr = 0 . 

Passons a ce qui concerne nous avons trouve, au 176, 
requation 

dt “ d\Ni 

Le second membre esi developpable suivant les puissances des 


et sa valeur moyenne est nulle, de sorte qu’il ne contient que des 
termes dependant des w\'\ tons les termes de ce second membre 
contiennent done un des en facteur. 

L’int^gration montre que gi est de la m6me forme et, si nous 
n’ajoutons pas de constante arbitraire, sa "valeur moyenne sera 
^j^alement nulle et tons ses termes contiendront un des E;;; en fac~ 
teur^ 

Done gi s’annule avec les et^? avec les 


c. Q. r. n. 
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Verifions mairiLenant quo pour 

jj, = ? = 7U/= ^y/-~ LJ = E/,. COS777j.= E/, sillTtf],. = O, 

le determinant fonctionnel des equations par rapport aiix in- 
connues 

Wo W/ — El, E/,. cosTJT^*’ E/, sinTiri. 


n’est pas nuL 

En efFet, pour [jl = o, les equations (4) se reduisent aux e(|iia- 
tions (5)j de sorte que le determinant fonctionnel cherche se re- 

duit a celui des 7^?^ par rapport aux Ea- 

Les sont developpables suivant les puissances des 

Ea nous voulons la valeur de notre determinant pour 

Ea~ 0 , il nous suffira de reduireles developpements a leurs termes 
du premier degre. 

Ces termes du premier degre sont ceiix que nous a\ ons deter- 
mines ail Chapitre VIII, e’est-a-dire que les ^ sont lies aux 

Ea costu';., EAsinru';^ par les memes relations lineaires qiie les Th- 
aux noiivelles variables dans le changement de variables du 

n’ 151. 

Or le changement de variables est une transformation rectangu- 
laire de coordonnees. Done son determinant est egal a iin, 

Notre determinant fonctionnel est done egal a ii/i, 

C. Q. F. D. 


A^ofis demons conolure que Von peut tirer des equations (4) 
les constantes 

TsSi, Wf, EACOSTuJr., EAsinznJp. 

sous la forme de seines ordonnees suivant les puissances de 


dependant d'‘ailleurs des L^* . 

Ce resultat m’a demands d’assez longs discours, bien qu’il soit 
presque evident. 


182. Rappelons quels sont les deux developpements qu’il s’agit 
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d'iclentifier. Nous avons d’ane part 

ij L/ = LJ -h oL/, 

( )v/= /w/ -f- oX^-. 

Les oL/, oi/, or^/, Sa/ doivent etre remplaces parlours develop- 
pements (i) et, dans ces developpements eux-memes, il convient 
de remplacer : les arguments tr/ par riit et t par t; 2® les con- 

stanles par Lj, pour nous conformer au chaii- 

geinent de notations quc nous avons ete obliges d’adopter au nu- 
mero precedent afin d’eviter ime confusion. 

Nous avons d' autre part 

I L/ = -4- oL/, 

(7) < ;2 = ”T“ 

I X/= X/ -4“ oX/. 

Les oL/j or^i, oA/ doivent etre remplaces par leurs develop- 
peinents (2) ainsi que les Lf, rif, gi et, dans ces developpe- 
ments eux-memes, il convient de remplacer et par a?'- t -1- 

Pour identifier les expressions (6) et (7), nous pouvons operer 
de deux manieres : nous pouvons adopter les constantes 


qui sont celles qui figurent dans les equations (6). 

Nous devons alors, dans les Equations (7), remplacer les con- 
stantes 




cos , 


par leurs expressions en fonctions des Lj, vjl, expressions que 
nous avons appris a former au num^ro pr^cddent. 

Quelle est alors la forme des seconds membres de ces equations? 
Ce sont des series proc^dant suivant les puissances de 

jjL, Eyt cos(v]^., Ejtsintpjr,. 

Mais comme on a, par exemple, 

Ejt- cos Eat costjt^. cosy];.^ -h sinroj;. ^ 
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nous Yoyons que ce seront des scries procedant suivant les puis- 
sances des 

jji, E/,. 005137/., E/,. 

et suivant les sinus et les cosinus des multiples des 

D’autre part, les L^-, */)/, A/ — iv"- sont developpables suivant 

les cosinus et les sinus des multiples des et, par consequent, 
suivant ceux des tu/ et des /i'- 1, 

Enlin, les coefficients de ces developpements dependent encore 
des W^. 

Or, d’apres le numero precedent, les 

W/j VSiy Ea^COSIU/^., E/,. 5111137)^ 

sont developpafiles suivant les puissances des 

et il en est de meme evidemment des cosinus et des sinus des 
multiples des tu/. 

Done les formules ('j) transformees nous donnent 

SOUS la forme de series procedant : 

1 ° Suivant les puissances de 

2 ^ Suivant les sinus et cosinus des multiples des 

3® Dependant en outre des L?. 

Le terme general est de la forme 


‘ sm 


ou A depend seulement des W/,, ou est developp^ suivant les 
puissances des et et ou 


les A'i et les p^ ^tanl des entiers. 
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Ge developpement n’est pas encore identique au developpe- 
mcnt (6), parce quo Ic iiombre 

qui esl un monome entier en [x, vii, a pour coefficient 


qid depend encore de p, 

En elletj les et les sont developpables suivant les puis- 
sances de 

E|.. 

D'a litre part, les 

E|= (£a cosTiyi.)^-H (EA-sintiyl.)^ 
sont developpables suivant les puissances de 

\h 'ni- 

Done les et les et, par cons^ejuent, Je coefficient v^, seront 
developpables suivant les puissances de 

Pour identifier les deux developpements, il faiit done encore 
d^velopper cos'/^ ou sinv'^ suivant les puissances de ces quan- 
tites. 

Pour |JL= 0, '/ se reduit a 

11 est claIr que, par exemple, 

COSv'iC = cos[v^ H- (>/— v)?], 

et pent, par consequent, se developper suivant les puissances de 
('/ — v)^; le terme general est ^gal a un coefficient numerique, 
multiplie par cosv^ ou sinv^ et par une puissance de (v^ — v)jf. 

Ensuite v'— v, qui est d’ailleurs divisible par v, pent se deve- 
lopper suivant les puissances de jjl, des et des y \^ . 

Le terme g^n^ral du developpement (7) ainsi transforme est 
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alors 

a K 

A IJL^ 1 ( V — '/)'« t>n / V /. 

sin 

et il doit alors etre identique au developpement ( (i ). 

183. II est alors aise de se rendre compte de rorigine des di- 
verses sortes de Lermes du developpement (6), c"est-a-dire dti 
developpement oblenu par Fapplication directe de la metliodc de 
Lagrange. 

Les termes seculaires pars sont ceux qui ne contiennenl pas le 
facteur cosv^ ou sinv^; ce sont done ceux pour lesquels on a 



Comme nous n'avons entre les rii aucune relation lineaire a 
coefficients entiers, cela entraine 

/Ci = o, 

e’est-a-dire que les termes seculaires purs proviennenl des termes 
independants des w'- et dependant seulement des arguments 

Si, en effet, v' est divisible par [jl, on ne pourra developper 
cosv^^suivant les puissances de jx sans le developper enmeme temps 
suivant les puissances de tj ce qui fait apparaitre des termes secu- 
laires purs. 

Quelle difference y a-t-il done entre le cas actuel et celui du pro- 
blem e restreint traite au Chapitre Vll? 

Dans les deux cas, nos coordonnees peuvent s’exprimer en fonc- 
tions developpees suivant les cosinus et les sinus des multiples 
d’un certain nombre d’arguments variant proportionnellement au 
temps. Mais, dans le cas actuel, quelques-uns de ces arguments 
ont un moyen mouvement tres lent s’annulant avec |jl; dans le cas 
restreint, au contraire, tous les moyens mouvements etaient finis. 
II en resultait que nous n’avions pas de terme en cos'/^, avec '/ 
divisible par p., et, par consequent, pas de termes seculaires purs 
dans le developpement de Lagrange. 

Les termes qui dependent des pour lesquels par consequent 
le coefficient v n’est pas nul, nous donneront des termes p^rio- 
diques et des termes seculaires mixtes. 
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Quel sera le rang des termes ainsi obtenus? Parions d’lm 
lermc 

cos 

^8) A|x*31Li 

(]u developpement (7) Iransformc; il nous donnera des termes de 
ill forme 

cos 

A;x*3rti(v'— 

et si, en developpanl v)™ suivant les puissances de p., on 
trouvc 

(v'-v)« = 2b!A 

iiotre ternie general deviendra 

Xu ‘ sm 

Comnie v' — v esl divisible par p., I’exposanl p est au moins 
egal a in, 

Le rang de noire terme general est done 
a -H- p — m ^ a. 

Comine a ne pent ^Lre iiegatif, nous voyons la raison d’etre de 
ce fait deinontre plus haut qu’un terme quelconque est toujours 
an moins de rang zero, 

Ainsi les termes deduits d’un terme de la forme (8.) ont 
toujours leiir rang au moins egal d a. 

On voit qu’on obtiendra les termes de rang zero en faisant p. = o 
dans les equations (7); coinme, dans ces conditions, 5L, Si, ovi, o). 
s^annulent, il reste 

L/= L?, I?, 71,= Yi?, \l 

La TiJ, gi doivent ^tre remplaces par leurs developpe- 

menls de la forme (2) et, dans ces d^veloppements, il faut encore 
faire p. = o. On retrouverait naturellement ainsi les rdsultats du 
Chapitre IX. 

Cherchons I’ensemble des termes s^culaires purs, et d’abord en 
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ce qui concerne les L/, les et les t]/. Ce sont, nous venons de le 
voir, les termes independants des . 

Mais nous devons nous rappeler comment onl ete obtenus les 
developpements (2); on a pris les developpements (i), on y a fait 
T = o, on y a reinplace les les t]? et les L-* par leurs \aleurs en 
fonctions des et des W [valeurs deduites des equations (i 3 ) du 
Chapitre precedent) et enfin on a remplace les uv par 
Dans cette derniere substitution, iin terme 


A cos 


2/7 


donne 


A w] Asin^/./ 07 siii^/.V.^7 


c’est-a-dire que tons Ics termes qui en pro\ienncnl coatiennent 
en facteur Ic cosinus ou le sinus de ^ A'j a’J . 

Done un terme ind^pendant des (e’esL-a-dire (m les sonl 
mils) ne nous donnera que des termes independanls des et in- 
versement iin terme dependant des u’/ ne nous donnera (jue des 
termes dependant des u’J. 

Nous \oulons I’ensemble des termes independants des (vj; pour 
cela, nous n’avons qu’a prendre I’ensemble des de\eloppcments (i), 
a y faire t= 0, a y supprimer tous les termes dependant des ir, 
et a y remplacer les L?, q)*, par leurs developpements de la 
forme (2). 

Nous aurons done 

termes seculaircs purs de L/= L^h- val. moy. oL/, 

Je donne au mot de valeur moyenne le m 4 me sens que dans le 
Chapitre precedent, e’est-a-dire que je suppose que, ayant deve- 
loppe oL/, suivant les puissances de t et les cosinus el 

sinus des multiples des (v, je n’y conserve que les termes indepen- 
dants de T et des tv. 

Pour X/, il faudrait tenir compte en outre de ceux qui pro- 
viennent du terme tvj, de sorte qu’on aurait, pour les termes secu- 


P. - I. 


9.0 
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laires purs de A/, 

moy. olf. 

18i. Nous aiirions pu egalement, pour comparer ]es developpe- 
ments ( 6 ) el ( 7 ), adopter les constantes 

W,, E/,, TTT^.; 

il nous aurait suffi alors de remplacer les L?, cj, 7 ]^, to/ par leurs 
valeiirs donnees directement en fonctions de ces constantes par 
les equations ( 4 ). Nous aurions obtenu ainsi quelques rdsultats 
interessants. 

Nous aurions pu aussi faire la comparaison des developpements 
sans faire un clioix particulier de constantes. 

II en serait resulte de grande.s simplifications et nous aurions 
supprime des longueurs plutot que des difficultes. Mais notre com- 
paraison aurait ete moins precise. 

185. Th^oreme de Poisson. — On sait que Lagrange a d^montre 
un tlieoreme dit de V invar tab Hite des grands axes et en vertu 
duquel les developpements des grands axes ne contiennent pas de 
lermes seculaires, du moins si Ton neglige les carres des masses, 
c’est-a-dire les tenues de Fordre de Nous avons demontre plus 
haul ce theorcune (c/. n“ 105) si important au point de vue de la 
stabilite du sjsteme sulaire. 

Plus tard, Poisson a etendu les resultats de Lagrange et etabli 
un theoreme analogue pour le cas ou, tenant corap te des carres 
des masses, c’est-a-dire des terraes en on neglige les cubes des 
masses, c’est-a-dire les termes en [x®. On trouve, a la verity, dans 
le d^veloppement des grands axes, des termes seculaires mixtes ; 
mais il n’y a pas de termes seculaires purs. 

k-ixisi Poisson a montre que, dans le developpement des grands 
axes ou, ce qui revient au meme, dans celui des L/, il n’y a pas de 
termes en 

Or les termes en sont d’ordre deux et de rang un. 

Nous allons maintenanl d^montrer ce theoreme de Poisson ou 
pluldt nous allons etablir un theoreme plus general, a savoir que 
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dans le dereloppement des il n^y a pas de lermes siiculaires 
purs de rang uii. 

D’ou, eu effet, pourraient provenir ces termes? ?S'ous avons ^ u 
plus liaut que, pour obtenir les termes seculaires purs cleL^, il faut 
prendre le developpeinent de L/ siiivant les puissances de t et les 
sinus et les cosiniis des multiples des et nc conserver dans ce 
developpeinent que les termes independants de t et des u', ou, si 
Fon aime mieux, les termes cherclies iie sont pas autre chose que 
la valeur moyenne de L/. 

Or, plus liaiit, au n'‘ 17o, nous avons demontre que la valeur 
mojenne de — L/ est divisible par a-. Nous a\ons done, pour 
les lermes seculaires purs de L/, 

W/-+- DL/, 

ou DL/ est developpable suivant les puissances de p et des 


Rappelons d'ailleurs que 


— — \al. moY. 



cm 

cUvi 



Or Wi est line constanle, ce n’esl done pas un terme seculaire 
proprement dit; quant a p.-DL/, il nous donnera des termes de la 
forme 

,8, 


OU Fexposant a sera au moins egal a deux^ puisque [ji-DL/ est divi- 
sible par a-. 

Or nous avons \u que les termes qui proviennent de (8) sont au 
moins de rang a. Ils sont done au moins de rang deux. Done les 
L/ n’ont pas de terme seculaire pur de rang plus petit que deux. 

C. Q. F. D. 


Nous n’aurons done pas de terme en mais nous aurons des 
termes en 

*1.2 sinv'^, 

ou V sera nul et ou, par consequent, v' sera divisible par a. 
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Soiu en developpant suivant les puissances de p, 

V'== 

nous aurons 

?in '/ ^ == sin (ai ^ ^ -f- a-? [J.- / -+*..• )• 

Si nous dtholoppons suivant les puissances de p, le premier 
tcrine du dcvelo|)[)emenl sera 

a I t. 

Nous aurons done des ternies en 

Apres la decouverle de Poisson, on crut longtemps que le tlieo 
reiiio etait general el que, apres ravoir demontre d’abord pour la 
premiere approximation, puis pour la seconde, on ne tarderait pas 
a le clemonlrer egalement pour les approximations suivantes. De 
grands efforts furent fails dans ce sens et, naturellement, ils furent 
infruotiieux. 

En kS^G. M, Spiru-Hai'etu inontra Fexistence de termes en 
ct ce resultat causa un grand etonnement, bien que, des cette 
epoqne, quelqucs personnes en aient soupconne la raison. II n’a 
plus aujourd’lmi rien qui puisse nous surprendre. 

186. Revenons au Cfiapitre VIIL Au n*' 141, nous avons trouve 
la fornuile 



el nous avons dit : 

Que la seconde inlegrale du second membre ne pent donner 
de termes de rang zero; 

2 *^ Que les termes de rang zero provenanl de la troisieme inte- 
grale <^taient 



Que la premiere inl^grale ne pourrait donner d’aiitres 
termes de rang zero que ceux provenant des termes de rang un< 
sdculaires purs de 
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Or, (I'apres ce qiil precede, ces termes id existent pas. La pre- 
miere inte^ra-le ne donnera done pas de termc de rang zero. 

Done les termes de rang zero dc ne pourront etre que 


e’est-a-dire que Ton obtiendra les termes de rang 
de I’equation 


( 9 ) 


dl, dK 

dt ^ dLi' 


zero de Ai a I'aide^ 


jointe d’ailleurs anx equations 


(lo) 


dt dra 


dt,i 

lu ” 


qui nous donnent les termes de rang zero des c/ ct des 'r\i. 

Comme R ne depend pas des A/, mais seulement des L/ (qui^ si 
Ton se borne aux termes de rang zero, comme aiix Cliapitres YIIl 
et IX, doivenl ^tre regardes comme des constantes), ainsi que des 

et des Ti/ qui ont ete completement determines a IVide des equa- 
tions (10). 

Les seconds ineinbres des equations (9) soul dune des func- 
tions entierement connues, de sorte que ces Equations (9) pour- 
ront sdntegrer completement par une simple quadrature. 

On obtiendra d’ailieurs ces termes de rang zero de A/, qui ne 
peu\ent etre que s^culaires purs, en parlanl de la formule 

termes seculaires purs de X/= XJ h- n'd -h rrsi-h val. moy. oXi, 

et en faisant [jl=:o dans et oA/. Alors Sa/, qui contienl p. en 
facteur, s’annule et il reste 

X/ -h n'/t CJ/H- ^7* 

Soit, d’autre part, 

n'l = /l/-h Tl/ ^ fX -h 4- . . . . 


Les termes 




etant de rang a — i , nous ne conserverons que le premier d’enlre 




eux : 



CHAPITRE XI. 


3 10 

ct il nous restera. 
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pour les termes de rang- zh'o de A/, 

X/ -4- 7Z/-}- /2/*' \jA -7- gi. 


Or gi est developpe sui\anl les puissances des 
E/, cos o'y., E/,. sin 


Oesl done une fonction periodique des el si nous nous rap- 
pelons la facon dont nous Favons formee, en n'ajouLant pas do 
(‘oiislanlc arbitraire apres rintegralion, nous vojons que la valeur 
inoyenne de cette fonction periodique esL nulle. II cii est de meme 

de la valeur moveiine de-^^» 

Done, si nous remplacons dans R les q/ et les 7}/ par leurs dd\ e- 
loppements sui\anl les puissances des 

E/,. cos (r' et E/,- sin 


la valeur moyenne de 
sera egale a 


r/R 

dLi 


Ils’agit ici des developpemenls etudies au Cliapitre IX, puisque 
nous lie considerons ici que les termes de rang zc/'o. Done ces 
developpemenls ne conliennent que des termes de rang impair 
par rapport aux E/t {cf, 144 et suiv.), done les et les r^i 
s'annulenl avec les E;^. 

Le coefficient n\^ ^ estd^veloppable suivant les puissances des 
pour a\oir le premier terme de ce developpement, il faut faire 

c esL-a-dire 


Alors R se reduit a ce que nous avons appele Rq aux Glia- 
pitres VIII et IX; on aura done, pour E^.= o, 


. 

' ihi 


Alnsi, dans le developpement de n'- suivant les puissances de [jl 
et des E|., le coefficient de jjl est 
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187. Sjrm^trie. — Reprenons les deveioppenienls du Ghapitre X 
qui procedent sui\ant les sinus et les cosiniis des multiples de> 
arguments cp' et iv’' . Nous pouvons exprimer ces sinus ou ces 
cosinus a Taide d’exponentielles imaginaires et ecrire ces develop- 
pements sous la forme suivante : 


(r) 


ou 



Xa-= 




c = V Av-c 




et ou les coefficients A, B, G, G^ dependent des constanles W 
et E. 

Pour salisfaire aux equations du mouvement, il faut poser 


d’ou 

ou 


w''j — n'jf ^ TITy, iv'j ~ y} ^ ’ 

o = V ^ -4- /z , 


Aux equations (i) nous adjoindrons les iiilegrales des aires que 
nous dcrirons 


U = const., V = const., 


en conservant aux letlres U et V la inline signification que dans 
les Chapitres IX et X. Dans le cas ou Ton est obligd d’avoir 
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recours ii I'anificc clu n" 178, ce»l-a-ilire de rapporler le sysLeme 
a dcs a\cs mobiles t-ournant auloiir de I'axe de.s X 3 , les equations 
(le\ienncnt 

clL c/( P" -f- a’j-H ) 

[t^ualion ( '>. 0 ) dii ii*’ 178]. 

Nous a^f)IlS troind alors, an queU eL au Heu d’etre des 

constanles sont jiroportionnels an cosiniis et an sinus de ap t 
il(‘ sorle qne Ton pent ecrire 

tj H- iV = U — / V = 

K (‘I /i soul (les consianles reel les (^l K depend des constantes W 
(M IL 
Eu elFet, 

K2=:U2-h V2, 

s'expriinant aiseineuL a I’aide des La-, dcs ^^et desri^, est une fonc- 
lion des W, des E, des iv^ et des comaie d’ailleurs e’esL une 
constante, elJe nc pourra dependre des iv' el des mais seule- 
iu enl des W et des E. 

Observons maintenant que les equations du inouvement ne 
changeiit .pas quand on fait lourner tout le sysleme d’un angle s 
aiiLour de Taxe des .r;j. Cette propriete est vraie des equations 
ordinaires du probleme des trois corps; elle est vraie 6 galement 
des equations (z) [equation ( 20 ) du n‘' 178]. 

On d(jil done pouvoir donner, aux constantes d’integratlon 

W, E, 7Uy, THj, 

des aceroissements lets que Lout le sjsttune tourne d’un angle s 
auLourde Taxe des ^ 3 , e’est-a-dire que 

< 3) La, )va, 

se changent en 

U) k-H-s, (b-+-i’nA*)e-^k (ik— 

Et en elfet si nous faisons la transformation qui consiste a rem- 
placer les quantit^s (3) par les quantiles (4) (e dtant un angle 
constant quelconque), les equations du inouvement ne changeront 
pas; done on devra retomber surune nouvelle solution particuliere 
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de ces equations^ corresj)ondant a de nouvelles valeurs des coii- 
stantes d’integration. 

Si Tangle s est infiniment petit, les accroissements des con- 
stantes d’integration seront des Infiniment petits 

oW, oE, 

II en resultera pour 

A, B, C, C', K, /i}, ij 

des accroissements 

5A, oB, ac, ac', aK, a^;, ay;, 

pour Wj un accroissemenl otr"- el pour cp un accroissement 

OCi = ^ OV -4- 0/^, 

ou 

Jv = ^ kj In) - 2 Pj l'(j, 2 A = 2 kj Irsj -f- ^ Pj Im). 


D’un autre cote, Aa-, \k — devront subir des 

deplacements 


o. 


( \k H- z e = — f £ V C 

— ( L ~ I 4 C 6 j 

de sorte que Ton aura 

o =2 a A -i- A Zvte^9 -S- A 

z = t oB -i- B av/e^'? -h B 

— /£ G ^ ^ 

iz ^ ^ C' ov t ^ Q! Ih 


(5) 


Les deuN membres des equations (5) sont d^velopp^s suivant 
les puissances de t (qui ne figure d’ailleurs qu’a la puissance o et 
a la puissance i) et suivant les sinus et les cosinus des multiples 
des n'jt et des ^’jt. Ces deux membres soul done de la forme des 
fonctions consid^r^es dans ie lemme du n° 107. Ce lemme s’appliquc 
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done; e’est-a-dire ([ue nos equations ne peiivent avoir lieu que si 
les terines semblables se detruisent. 

Done les lermes en ou on qni ne figurent pas dans le pre- 
mier mejiibre, doivent s’annuler dans le second. 

Done: on aura 

o/i'. = o : 


Pour Lous les tcrnics dont le coefficient A, B, G ou n’est 
pas mil, on aura 


Or les lermes les [)lus iinportants du developpement de 

soul ceiix. qLn‘ nous avons trouves au Chapitre VIII. Ce sont des 

terines en 

Us ne s'annulent pas en general et ils ne peiuent se reduire avec 
les term(‘s suivants [uiisqu’ils sont beaucoup plus grands que tous 
les ail Ires quand tji et les E sont tres petits. Or si c? = (Vy, on a 

ou a done 

ajK)= 0. 

Les et les yj sont des fonctions des constaiites W et E; alors 
line question se pose : des in equations 

(6) O/l^, = OYy=() 

peul-on deduire les in equations 

(7) $W = $E = o? 


La reponsc est aisee; on a evideinmenl 


on.= 




f^5\V- 


I dE 
1 ^ 
I dE 


8E, 


SE; 


doncj si le determinant fonctionnel des n)- et desyy par rapport aux 
W et aux E n’est pas nul, e’est-a-dire s’il n’y a pas de relation 
entre les fonctions et yj, les Equations (6) entraineront les 
Equations (7). 

Si toutes les planetes se meuvent dans un meme plan, de telle 
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facon qxl’il n’y ail pas a se preoccuper des Inclinaisons, on a 
seuiement n arguments et n arguments tv', et, entre les 2 // 
coefficients correspondanls /^^ et r', il n’j a aucune relation (nous 
reviendrons sur ce point au niimero suivant). 

Si toutes les plantUes ne se meuvent pas dans un meme plan de 
Lelle facon que Ton ait a lenlr compte des inclinaisons et que Ton 
ait a employer I’artifice du n"" 178, il y aura une relation, piiisqiie 
I'on aura, d’apres le n" 179, 

iin = 

c’est-a-dire quey',^ est une constante independante des Eetdrs W . 
Dans ce cas, il conviendra d’envisager la constante 

K = v^U--^4- V2, 

c’est la projection dii v^ectear des aires sur le plan des olle 

ne change done pas quand Ton fail tourner tout le syst^me d’un 
angle e (ce qui revienl a un changement d’axes de coordonnees oii 
I’axe des et le plan des x^x^^ sont conserves). 

On aura done 

aK = o. 

Or entre les les y'- (en exceptant y^,^) el K., il n'y a aucune 
i^elation (je reviendrai sur ce point au nuinero suivant). On poiirra 
done toujours raisonner de la m^me maniere et, des equations (6) 
auxquelles on adjoint ok — 0 , on poiirra deduire les equations < -) 

3W = oE = 0 . 

Comme A, B, C, ne dependent que des W el des E, on en con- 
clut 

oA = 8B = oC = oG' = o, 
et nos Equations (5) deviennent 



(5 dis) 
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La premiere <!e ces equalions nous apprend que, pour tons les 
lermes dc L^-, on a 

Ih = o. 


meme ou a 


Zit = o, 


pour lous les lermes ])erIodiques de 

D'antrc part, la deuxieme equation nous monLre en outre que 

om/,™ £. 


Kiilin les deux dernicres equations nous montrent que pour tons 
les lermes de ou de t^a, on a 

?jh = — £. 


11 en sera de ineme pour lous les ternies de et ou les et 
les sont lies aiix ^a et aux t^a par le changement lineaire de 
variables du loL 

Or parmi les tenues de ?a+ il y si des tenues en 

([ui lie s'aimiileiit pas puisque leur coefficient est tres voisin de Ea 
pour jjL (‘t Ea ires [)elils. 

Lour ees lermes on aura 


et par consequeiii 
On a done 


00 = 

o/i = OTlT^.. 


OTU, = 




11 vient done en general 

Uou celle consequence : 

Pour lous les tenues de LACtde^Aon a entre les entiers kj et pj 
la relation 
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Pour tous les Lermes de et de 7;^, on a 

2v-2«— ■ 

Ces resultats soiit analogues a cenx quc nous avons obtemis 
aux 116 et 162. Remarquons que nous aurioiis pu raisonner 
ici comme a ax Ghapilres VI et V'fl cl imerseinent qu’au Cba- 
pitre VII nous aurions pu raisonntu* comme nous Ic faisons ici. 

188. Au numero precedent nous avons annonce. sans le de- 
montrerj qu’il n’y avail pas de relation entreles //^et Icsy'si toutes 
les planetes se meuvent dans iin meme plan et que, dans le cas con- 
tralre, il n’y a pas de relations entre les n\ les y' el k. Nous en 
avons conclu les equations 

3W = oE = o. 

II serail aise de verifier cette assertion ca se boriiant aux pre- 
miers termes des developpements, mais on pent arriNer uu resultal 
par line voie plus simple. 

Reprenons en cfiet les variables et qui sonl iiecs aux ca- el 
aux *qA par les relations lincaires du n^ lol: on pourra les deve- 
lopper sous la meme forme et ecrire 

en mettant en evidence le terme tout connu ; de mtkne dans le 
Jeveloppement de La je puis mettre en evidence le terme tout 
connu et ecrire 

Ea = -4- 2 A 

Quand je ferai tourner tout le sjsleme d'un angle e, on voit que 
+ '^a“ change pas, et il en est de meme de La; on a done 

oD J H- ^ oDe*? -f- i ^ D otp e'? = o, 

oAj'-s-^ oAe^*?-t- A = o. 


Les termes tout conn us doivent s’annuler, d’ou 
(8) oDiS*=o, ^Aj=o. 
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Lcs D(; et les A(; sonL des foncUons des W et des E. Les equa- 
tions (8 ) entraincnt-elles les equations (7)? H siiffit pour cela, 
(‘Oinme nous l avons dit, aiicune relation entre les 

et les A^'. Or cela csl aisc a verifier. 

J 1 SLiffit de faire Ja verification pour p.=:o. Oi% pour p.:=o, on a 

L/. = W/, 

(‘t |)ar eonsequeiit 

AJ = W/. 

I^our p = o, les ^4, les 7 ,^? les et les se reduisent a leurs 
tenues de rang c’est-a-dire a leurs valeurs telles qu’elles ont 
(de calcul(ies dans le Chapitre IX. 

11 nous suffira de faire la verification pour les petites valeurs des 
excentricites et des inclinaisons, c’est-a-dire pour les petites 
\aleurs des Ea-. II est clair en effet que, s’il v avail des relations 
entre les et les D], ces relations subsisteraient quand on redui- 
rait les de\eloppeinents a leurs termes de degre le moins ^leve. 

Or, pour les petites \aleurs des E4, nous pouvons reduire les ^4 
et les 7 j 4 aux premiers termes de leurs developpeinents suivant les 
puissances des E/^, c^est-a~dire a leurs valeurs telles qu’elles ont etc 
(*alculees dans le Chapitre VIII. On a alors 

t'2 . y/2 — F/2 

(U par consequent 

d5 = ei.. 

fl n’j a done aucune relation entre les Aj = W * et les Dj = E|. 

C. Q. F. D. 


Done les ciqualions (8) entrainent les equations (7) et par con- 
sequent 


aA = oB = oC = oG'=o. 


On pent poursulvre Tanaljse comme au numero precedent. 


189 . On peut en deduire des consequences siir la fagon dont les 
ri\ et les dependent du coefficient a qui figure dans les equa- 
tions (20) du n^ 178 [equation (2)]; appelons (2 his) ce que de- 
viennenl les equations (2) quand on y remplaee a par a 4- Sa en 
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dormant a cc un accroissement oa. Alors a une solution 

des equations (2) correspondra une solution 
des equations (2 Ms). 

D’autre part on pourrait conce\oir que, pour passer d’line solu- 
tion particuliere des equations (2) a la solution coiTesj)ondante 
des equations (2 6^5), il fut necessaire de donner aux constanles 
d’integration de petits accroissemenls. 

Les coefficients A, v, ... subiront egaleinenl des accroisse- 
ments, d’une part parce qu’ils dependent de ces constantes et 
d’autre part parce qu’ils dependent de a. Nous somines done con- 
duits aux formules siiivantesj analogues aux equations (5), ou 
toutefois nous avons mis en evidence comme au nuinero precedent 
les termes tout connus SA)[. et 5D^ : 


0 

= oA 2.4 -^ oA 


- 4 - 


cv te^? 

-4- 

‘1 

A oAe'?, 

^ jjL oa = / 0/14. 

-h omk -t- 


-+• 


ov te^^ 


‘1 

B 

— it iJL oa 2 

G oG 


H- 


ov te ^9 


‘1 

G ohe^r, 

it fjt. oa 

G'e-^'? = 2oG' 


3 

,:2C' 

ov 

) 

‘1 

a 

0 



-i- 

'2° 

ov 

-f- 

‘1 

D 8/ie^?. 


Egalons encore ici les termes semblables; nous troiiv eroii.s 
d’abord 

SAJ=o, 5D2.= o, 

d’ou 

ZSSf = oE = o. 


Nous voyons ensuite que ov et oh sont nuls dans les d^veloppe- 
ments de 

et que 


dTSk = O. 


Mais le point le plus important au point de vue qui nous occupe. 
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c'cst que Ton a, en egalant les termes en t dans la seconde equa- 
tion 

fJt, oa = o/ly;., 

ft cn egalant Ics lermes en /e'? dans la troisieme et la quatrieme, 

— (JL oa = 0 V , 

el cola pour lous les termes de ?a- de via dont le coefficient n’est 
j)as iiul. Or, parinl ces termes, il y a comme nous Favons vu des 
l(‘rmes en 

uii 

Oil a done 

0Ta= 

Aiiisi lous les 5/2 el lesoy^. sontegaux entre eux; les differences 
/?^ — v'. — vy, — y'., sont done independantes de a. Comme 

nous avons mi d'aulre part que yi,^ est egal a ap., nous pouvons 
conclure que 7i \ — au et yj^. — aja sont independants de a. 
iJans les developpements de La et de Xa? on a 

rl’ou 

V “ 1 ^). 

ce qiu montre que v est independante de a. 

Si done on regarde les constantes tu et comme independantes 
de a, Tangle cp sera independant de a, et il en sera de meme de 
Il en sera done de meme de La et de 1 a — 

Quand done oc se changera en a -f- oa, les quantit^s La et 1 a se 
changeront en La et Ia-H 5a 

Dans les developpements de ^a et [aa, on a 

el par consequent 
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cc qui prouve que v — y.\x est independant de a, etpar consequent 
qae cp + aj^xt est independanle de a. 

Done 

ir^k) — 

esl independant de a, et il en est de meme de 

(h~ 

Cela \eul dire que quand on changera % cn a -j- 5 a, les expressions 
et c/; — r/i;t se cliangeront en 

( iXic— rri4.)e^'5a(x^ 

Done pour passer d’une solution des equations (2) a la solution 
correspondante des equations (2 his')^ il siiflit de changer a en 
a -}- oa, sans rien changer aux constantes dhnlegration W, E, ttt, js , 
On poLirrait d’ailleurs se borner a constater qu’en changeanl 
dans nos developpeinents 

w" en 

w' cn (r' — oajjL^, 

en conservanl les memes constantes ^Y et E, on change L4, A/,, 
Ik— en La-, AA+oaja^ 

e’est-a-dire que I’on passe dhine solution des equations (2) a une 
solution des equations (2 bis). Cela resulle imm^diatement des 
relations 

J^/c-'^p = o, 
ou 

sans que Ton ail besoin de recourir a Panalyse qui precede. 

Tout cela nous inontre que le passage de la solution g^uieraie 
des Equations (2), c’est-a-dlre des Equations (20) du n® 178 , a 
celle de I’^quation du mouvemenl des trois corps rapportes a des 
axes fixes, se fait d’une fagon immediate; les coefficients des deve- 
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loppeinems (A, B, C, C) ne dependent pas de a; seuls les moyens 
moLivenients dependent de a et ils en dependent lineairement. II 
suffit done de donner a chacun de ces moyens mouvements la 
valeur qui correspond a a = o. 

Dans ces conditions Tun d’eux s’annule, e’est Si d’ailleurs 
nous choisissons le plan invariable pour plan des la quan- 

tile que nous a\'ons appelee s’annule; de sorte que les 
tenues qui dependent de Fargument disparaissent d’eux- 

niemes. 

190. Conjonctions symetriques. — Supposons qu’a Fepoque 
t =: 0 tons les astres se troiivent dans un ineme plan que j’ap- 
pellerai P el que toutes Icurs vitesses soient dirigees perpendicu- 
laircnient a ce plan. 

Nous dirons alurs que les astres sont en conjonciion symelrique.- 
Dans ce cas, 11 arrivera que si Fon compare les positions d’un 
ineme astre a I’instant ^ et a Finstant — t ces deux positions sont 
symetriques Fune de Fautre par rapport au plan P. C’est la une 
consequence immediate de la symetrie de nos equations. 

Nous pouvons supposer que Fon ait defini les constantes tu 
et w' do telle facon que les arguments et s’annulent au 
moment de la conjonction sym^trique, e’est-a-dire pour t = o. 
Quand nous cliangerons ^ en — e’est-a-dire quand nous change- 
rons les tv' et les en — iv' et — tv'', la position de chaque astre 
sera remplacee par sa symetrique par rapport au plan P. Si nous 
choisissons le plan P pour plan des cela veut dire que L^if, 

se cliangeront en et — 7\/(. Done dans nos 

de^^eloppements procedant suivant les sinus et les cosinus des 
multiples des et des tr'', les La- et les ?a contiendronl que 
des cosinus j tandis que les \k Les vja ne contiendront que des 
sinus. 

On pourrait croire qu’en nous imposant la condition de la con- 
jonction symetrique, nous avons restreint la g^neralite, mais en 
reallte, nous ne Favons pas fait d’une facon essentielle. Si en effet 
il y a n + 1 corps dont le centre de gravite commun est suppose 
fixe, e’est-a-dire n planetes, il nous reste, au moment de la con- 
jonction symetrique, des arbitraires au nombre de 3n, a savoir 
les coordonnees des n planetes dans le plan P, pris pour plan 



SYMETRIE DES DEVELOPPEMENTS. SOLUTIONS PERIODIQUIiS. 3x3 

des^^^ 3 , et leurs n vltesses donl la direction nous est iniposee. 
mais dont la grandeur reste arbitraire. Nous pouvons alors profiler 
de cette indetermination pour choisir arbitrairement les ?>ii con- 
stantes W et E, 

Or nos inconnues ne dependent quc de ces 3 n constantes et des 
3/z arguments nos developpements qui contlennent les 

uns seulement des sinus, les autres seulement des cosinus nous 
suffisent done pour nous donner la solution la plus generale. Eu 
donnant aux constantes ts et taj' la valeur zero, on aura la solution 
particuliere qui correspond au cas de la conjonclion svmetrique; 
en leur donnant des valeurs quelconques on aura la solution gene- 
rale. 

191. D’autre part, si nous remplacons le systeme par uii autre 
symetrique dn premier par rapport au plan des lesL el les ). 

ne changeront pas, non plus que les variables excentriques tandis 
que les variables obliques changeront de signe. 

D’ailleurs, en vertu de la symelrie des equations, si les positions 
initiales des deux systeines ainsi compares sont symetriques I’une 
de Fautre par rapport au plan des 5?^ ^ 2 , il en sera de meme de 
leurs positions a un instant quelconque. 

Soient done 

W/., E/.., T3A-, 

les valeurs des constantes d’integration qui conviennent au premier 
de ces deux systemes; on doit pouvoir trouver d'autres valeurs de 
ces constantes qui conviennent au second systeme, e’est-a-dire 
tellesqu’en les substituant aux valeurs primitives de ces constantes 
on change le signe de touies les variables obliques sans alt^rer les 
autres variables. 

Soil alors, pour le premier systeme, 

Ae^'9 


un terme quelconque de Fun de nos developpements, la lettre o 
ayant la meme signification qu’au n® 187. 

Soil le terme correspondant pour le second systeme. 

Les deux developpements devront dtre identiques au signe pres. 
Si done on a aflPaire a ou a une variable excentrique, on 
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aura (en egalant terme a terme les developpements correspon- 
(laiiLs) 

A 

Si Ton a affaire a une variable oblique, on aura au contraire 
A = — Pl 


ee (pie Ton peul iraliser de deux manieres : 
i‘^ En faisanl 

A = — A', A = o; 

p/’ En faisanl 

A = A^ h = 7z. 


Pour fixer les id(*cs a ce sujet, nous supposerons qii’il y ait 
conjoncliun symelrique a I’inslant ^ = o, c’est-a-dire que les con- 
stantes to et to' soienL nullcs. Aiiisi que nous venous de le voir, 
cela lie restreint pas la generalite d’une maniere essentielle. On 
aura alors 

h = 0 , 


avec A = A^ pour les L, les X et les variables excentriques et 
A = — pour les variables obliques. 

Rappelons d’abord que, dans les conventions faites dans les 
Cbapitres precedents, les indices impairs ont ete affectes aux 
variables excentriques ^ etr^ ainsi qifaux E et aux iv' correspon-' 
danls, tandis que les indices pairs ont ete affectes aux variables 
obliques ? et ainsi qu’aux E et aux (p' correspondants. 

Que deviennent done les constantes W et E quand I’on passe 
dll premier systeme au second symetrique du premier par rapport 
au plan des agio’s? 

Je dis que les W ne changent pas, non plus que les E ddndice 
impair, tandis que Ics E d’indice pair changent de signe. 

D’abord pour les W. Nous avons vu que W/ n’est autre chose 
que la valeur moyenne de 


prise par rapport a t et aui w (valeur mojenne qui s’obtient, je le 
rappelle, en exprimant tout en functions de x et des w et conservant 
seulementles tennes ind^pendants de x et des tv). Quand I’on veut 
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easuite tout exprimer en fonctions des nouveaiix arguments u 
et il faut, comme nous I'avons expliqiie au ChapItreX, faire 

puis remplacer IjJ- , par Jeurs \aleurs en fonctions des <r^ 

On voit que les termes dependant de t disparaltront quand on fera 
'w — o; que les termes independants de mais dependant des 
nous donneront des termes dependant des tandis que les 
termes independants (Je 'z et des (v nous donneront des termes 
independants des 

La valeur moyenne |>ar rapport a t et aux iv^ ne <liflerera done 
pas dc la valeur moyenne par rapport aux D’aulre part 

cTa dK fl\ __ dr^ 

d^Vi ~ cUv'i ’ dwi dw"i ’ 


de sorte que flnalelnent^\ ^ ii^esL autre chose que la valeur moyenne 
par rapport aux de. 


{ 1 0 bis ) 



Remarquons en passant que / etant uiic constantej ('etle 
expression (lo hk) ne peat coiilenir dc terme indepeiidant des iv' 
et dependant des iv'. Or si nous nous reportons a la comparaison 
des developpements du Chapitre XL nous \oyons tout de suite 
que les termes seculaires purs pro\iennent du developpement des 
termes qui dependent des id sans dependre des iv . L expres- 
sion (lo bis)^ on si Ton aime mieux Texpression (lo), ne peul 
contenir de termes seculaires purs. 

Cest la une generalisation du theorenie de Poisson. 

Quoi qu’il en soil, quand Ton passe du premier systeme au 
second L ell ne changent pas, ; et r, ne changent pas non plu.^ 
quand I'indice est impair (variables excentriques) ; i et changent 
de signe tons deux (jiiaud I'indice est pair. Eu rcsumcj I’ex- 
pression (lo bis) ne change pas. Done Wf ne change pas. 

C. Q. F. I). 


Passons aux E^f. Soit Ic coefficient de cosm^^ dans 1 un de nos 
developpements j comme tous nos d^veloppements doivent pro- 
c6der suivant les puissances des Eycosmy, Eysintv'-, nous devons 
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Ka- 

est (Jeveloppal)Ie suivant les puissances des Ej; nous avons done 
des effuations de la forme 

E|, .... El„) {k=U 2, 2/1), 

oil les ^p/, sent des series ordonnees suivant les puissances des E^-. 

De ces equations, on pourra, par le theoreme sur le retour des 
suites, deja applique aux n”^ 66 et 181, tirer les Ey en series 
ordonnees suivant les puissances des A;^. II resulte des formules 
precedentes que quand on change le signe de E;^, celui de Aa* 
(diangc. II en resulte que le developpement de E;^ suivant les 
puissances de A doit etre di\isible par A^- et que le quotient 

E/. 

A].’ 

ne devant pas changer quand on change le signe de I’un quel- 
conque des Ay, procedera suivant les puissances des Aj et que I’on 
aura 

Ea= A/,tS^4.rA2, A|, .... A|,A (^ = 1, 2, 2/i), 

les procedant sui\antles puissances des Aj. 

Or nous venous de voir que, quand on passe du premier systeme 
au second (qui est symetrique du premier par rapport au plan 
des le coefficient A^ ne change pas si Tindice k est impair, 

et change de signe si cet iiidice est pair, II en est done de meme 
de la constante E^. c. q, f. d. 

Nous avons vu d’auire part que tons les coefficients A du deve- 
loppement des L, des \ et des variables excentriques ne changent 
pas quand on passe du premier systeme au second. Tons ces 
coefficients sont done de degr^ pair par rapport aux constantes Ey^ 
dhndice pair; dans chacun de leurs termes, la somme des expo- 
sants des constantes Ey^ dHndice pair est done paire. 

Mais ces d^veloppements procedant suivant les puissances des 
E^coswj^ et des sinw'^, Texposant de Ey^ est de meme parite que 
le coefficient du o’y correspondant (c/. n’’ 69). 
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Done la somme des coefftcicfUn des arguments d' indice 
pair est paire. 

Dans les developpenients des variables obliques, an coiUraire, 
chaqiie coefficient cliaiige de signe quand on passe dii premier 
sysleme an second. Done, inversement, la somme des exposants 
des constantes¥jkddndice pair est impaire, ainsi que la. somme 
des coefficients des arguments \,v\ d' indice pair. 

192. Coordonnees heliocentriques. — I^es coorduniices helio- 
centriques rectangnlaires des planeles, lenrs rayons vecteiirs, les 
cosiniis et les sinus de leui's longitudes et de leurs latitudes, leiirs 
distances mutuelles sont des fonctions uni formes des elements 
canoniques L, 1, Comme hk^ '/■.a- sonl des fonc- 

tions periodiques des arguments (r, il en sera de meme des 
coordonnees heliocentriques, des distances mutuelles, etc., <le 
sorle qtie ces quantiles seront developpables sui\anl les sinus et 
les cosinus des multiples des u’' et des De plus elles sont de\e- 
loppables suivant les puissances des E/^costVA, EA-^invr^., puisque 
les elements canoniques le sont. Ainsi les developpements des 
coordonnees heliocentriques, des distances mutuelles, etc. seront 
de la forme 


Les coefficients constants A dependant seulement des W el de a, 
et n (EJ^) ddsignant le produit de 2 /?-facteurs de la forme EJ'. En 
raisonnant comme au n"^ 69, on verrait d’ailleurs que 
qj^pj (mod 2 ) 

Quand nous ferons tourner tout le systeme d’un angle £ autour 
de Taxe des . 273 , e’est-a-dire d’apres le ii"" 187, quand nous change- 
rons ^v"j et (Q en et aq — s, les distances mutuelles des 

ji _{_ I corps ne changent pas; il en sera de meme des coordonnees 
heliocentriques 

y.r 


relatives a I’axe des x^. 
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Les coordoiiaees relatives aiix axes des etdes X 2 siibiront an 
conlraire un changemeut; il est clair en eflfet que 



X j ^ ^2 1 



Xi -f- ix-y-j 


se cliaiigeront en 

(.r; 

-f- cx'^ ) 

(xl+ ix'^)e‘^ 

(dTi 

-i- ^>2 ) 

(xi-h ixs) e‘~.. 

Landis que 


x[ — 



Xi — ix2f 


se cliangeront en 

{x\- 

~ ix'o 

{x \ — )e-' 


(Xi — 1:^2 ) (^v — • • • • 

II eii resultc que 

2^-2/>=o, 

dans le developpement des distances mutuelles et des coordonnees 

? •••1 ^35 '^ 6 ? ••• 

el (|iie 

2/^-2^== I’ 

dans le developpement des coordonnees 

^27 a?4: ^5, 

A cause de la symetrie par rapport au plan des n° 190); 

les developpeinents de 

^35 ^6' *••5 ^3} 'T’c, ... 

ne contiennent que des cosinus, et il en estde meme de ceux des 
ra^^ons vecteurs et des distances mutuelles. 

Au contraire, les developpements de 

lie contiennent que des sinus. 

A cause de la sjm^trie par rapporl au plau des {cf. n" 191 ), 
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les developpemenls cle 

x[, Xi, Xi. JTji, .T:,, ... 

jouissent de cette [)ropriele que les deux sommes 



sont paires quand la somniati'on est etendae dtantes les valeurs 
paires de I ' ind ice j , 

II en est de meme pour les distances inutuelles e( les ravoiis 
vecteurs. 

Au contraire, dans les developpemenls <le 

^3: a-g, .r^. .r,i 

ces deux sommes sont impaires. 

193. Nombre des arguments. — Supposons qu'Ii y ait n 4- i 
corps, soil/? planeles; le nombre des argumeiils est de3/?, a savoir 
arguments iv’ et n arguments Si Ton rapportait le systt‘me 
a des axes mobiles de fagon a relomber sur les equatirms ( 20 ') 
du n® 178, tons ces arguments seraient distinct s; car il nV aurail 
entre les mojens moiuenicnls n'- et — y'- aucune relation lineaire 
a coefficients enliers, 

Mais il n’en est plus de meme si nous prenons des axes fixes 
(e’est-a-dire si nous faisons a == o dans les Equations ( 20 ) du 
n^ 178). Dans ce cas, en efFet, Fun des moyens mouvements est 
mil, de sorte que Fun de nos arguments celrt r^duit a une con- 
stante. Nous n’avons plus alors que 3/i — i arguments distincts. 
Observons que, si nous prenons le plan invariable pour plan des 
on a 

= o. 

Pour nous en rendre compte supposons de nouveau % diJfferent de 
zm'o et reprenons les Equations d^monlr^es plus haul (c/. 179) : 

U = K sin ( a[jL / -i- A), V = K cos ( xjjl / -h /z ) j 

nous avons vu que 4- A n’est autre chose que ; il en r^sulte 
que K contient en facteur £ 2 ^; si done je fais £ 2 / 1 = 0 , les deux 
quantiles U et V seront constamment nulles, e’est-a-dire que le 
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vectcur cles aires sera conslammenL normal au plan des X{X‘^] 
ainsi la condition £0^2 = o eqnivaut a celle que le plan des X\ Xo et 
le plan invariable coincident. 

Pour passer du cas ou a n’est pas nul, a celui on a est nul, il 
snffit de conserver les memes developpements mais en attnbiiant 
aux inovens mouvements d’autres valeiirs (cf. n" 189 in fine). La 
condition pour que les deux plans coincident restera done la 
nicme. c'est-a-dire £0,2= o. 

Si Ton fait Eo, 2=0, tons les termes qui dependent de Targu- 
nicnt disparaissent ; dans ceux qui resteront, nous aurons 
done 

pour cerlaincs <le nos coordonnees, el 

pour d’autres coordonnees et pour les distances mutuelles et cela 
en donnant a V indice j de pj tautes les valeurs^ sauf j = 2n. 

Les distances mutuelles auront done un terme general de la 
forme 

A cos kj w) ■+■ 2 PS , 

Oil 

Pin = O, ^ kj — 2 Pj = O, 

OU ce qui revienl au ineme 

A cos [^2 kj{w)-¥ w'„_i )-+-^/7y(w}- 

ou I’indice de kj peut prendre les valeurs 

I, 2 , II 

et celui de pj les valeurs 

I, 2 , 2/l~2. 

Done les distances mutuelles ne dependent que des 3 — 2 
arguments 
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Cela a ete deinontr^^ en dioJsissanl le plan invariable pour plan 
des inais, les distances miitiielles etant independanles du 

choix des axes, cela reste M'ai quel que soit le plan des x^x^ 
c hoi si. 

En particulier les distances inutuelles dans le cas du pro- 
blenie des trois corps dependent de quatre arguments. 

Si le moiiveinent est plan, nous n’avons que n arguments id’ cl 
n arguments id ] tous ces arguments sont distincts, de sorte que les 
coordonnees dependent de 2 n arguments. Les developpemenls des 
distances mutuelles satisfont a la condition 

Les distances mutuelles ne dependent done que de 2 n — i argu- 
ments (3 dans le cas des trois corps), 

Supposons maintenant que Tune des masses soit infiniment 
petite. Dans ce cas nous aurons n corps (n — i planetes) doiit les 
coordonnees dependront seulement de 3n — 4 arguments 

(K, (V3, ..., 

«’c> 

Tout se passera en effet pour eiix comme si la masse infiniment 
petite n’existait pas, puisque son action est trop petite pour 
troubler leurs mouvements. Quant a la masse infiniment petite, 
ses coordonnees dependront en outre des trois arguments nou- 
veau x 

tr'i, tp;. 

Quant aux distances mutuelles des n gros corps, elles dependront 
de 3n — 5 arguments seulement; celles du petit corps aux gros 
corps dependront de on — 2 arguments, e’est-a-dire toujours de 
trois arguments nouveaux. 

Supposons maintenant que nous ajons trois corps seulement 
dont Fun infiniment petit. Cela revient a supposer dans le cas 
precedent n = 2 ; on n’a plus alors que deux gros corps; mais les 
coordonnees des deux corps, dont le mouvement est alors keple- 
rien, ne dependent plus de 3n — — 1\ = 2 arguments, mais 
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d'nn argument seulemenL; cela tient a ce que le perilielie etant 
lixe, Fargument = tVg se reduit a une constante. 

Les coordonnees du petit corps dependent alors de 

tp'i, (Po, 

on (puisque (P3 est une constante) de qiiatre arguments distincts 
seulement. 

La distance inutuelle des deux gros corps depend alors d’lm 
seul argument distinct (P'.', et la distance du petit corps aux deux 
gros depend, comme ses coordonnees, de quatre arguments dis- 
tincts. 

Je voudrais faire voir que iv'^ repr^sente bien la longitude du 
perihelie de Forbite de la grosse planete et que (r, repi'esente la 
longitude du nonud; et surtout que E3 s’annule avec Fexcentricite 
de cette orbite, et E, avec son inclinaison. 

Si nous egalons E., a sero, le plan des se confond avec le 
plan invariable qui n’est autre chose dans le cas actuel que le plan 
de Forbite de la grosse planete. 

Dans ces conditions, tous les termes dependant de dispa- 
raissent de tons les developpements. Supposons maintenant de 
nouveau que a ne soit pas nul, c'est-a-dire que noire systeme soit 
rapporte a des axes tournants. Dans ce cas les coordonnees de la 
grosse planete dependent de deux arguments distincts et 
dont les moyens mouvements sont respectivement 

cedes de la petite planete dependent des cinq arguments tp'', (T’j, 

Quand Fexcentricite est nulle, les coordonnees de la grosse pla- 
nete sont proporlionnelles a cos(p", sin(p", elles ne dependent 
done plus de (P^, ce qui veut dire que E3 = o. Si £3 = 0, tous 
les termes dependant de dolvent disparaitre de tous les deve- 
loppements. 

Done, si V excentricite de V orbite de la grosse planete est 
nulle ^ les coordonnees de la petite planete et ses distances aux 
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deuN aulrcs corj)s pourront sc dcselopper suivant les sinus el les 
cosiniis de 

ki w\ -h ki Pi w[ pi 

(/?3 et pr^ etant mils) cL I'on aura 
pour les distances mulnelles, et pour.r;{ 

kl-^ hi p^— PiTTZ 1 j 


pour et pour x^. 

Si nous siipposons de plus Eo==:o, tous les lernies dependant 
de iv[, disparaitront. Comme dans la troisiemc coordonnee .r,}, 
tous les termes sont d’ordre impair par rapport aux E d 'indice 
impair (c/. n" 191), c’est-a-dire par rapport a £ 2 ? tous ces lennes 
s’annuleront et ^3 sera constainment nuL La petite planele reslera 
constamment dans le plan de I’orbite de la grosse plancte. Mous 
retombons sur le probleme restreini, 

Dans ce cas, les distances de la petite planete aiix deux a u tees 
corps procedent suivant les cosinus de 


oil 


A'l w'[ -H ki (r'i p I 
Pi = Ai -h ki. 


Elies dependent done de deux arguments sculement 

w'[ tP i , tPj ~i“ (P j . 


Rappelons que les mojens moiivemeiits sont linis, taudis 

que les moyens mouvements sont tres petils de Fordre de p.. 
Dans le probleme restreint, on voit immediatement que les moyens 
mouvements 

d( iv [ ) d{ -4- ) 

dt ’ dt 

sont lous les deux finis. G’est la Tune des raisons de la simplicite 
relative du probleme restreint; e’est pour cela que ce probleme 
jouit des propri^t^s simples d^montr^cs au Chapitre VIL 
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19-4. Solutions p6riodiques. — Supposons que Ton fasse 

Ei = Eo = . . . = Ea/i = 0, 

oil aura line solulioa particuliere qui ne dependra que des argu- 
ments el pas des arguments tv'. 

Dans Ic cas du problemedes Irois corps, les distances mutuelles 
dependent alors des cosinus de 

Comme teas les p sonl nuls on aura 

^ A- = o, X'2 = — A:i , 

de sorte que nos distances mutuelles dependent de I’argument 
unique' 

Ce soiit done des fo net ions periodiques du temps. Nous retom- 
l)ons ainsi sur les solutions periodiques de la premiere sorte 
etudieesau Chapitrelll du Tome I de mon Livre sur les Methodes 
nom^elles de la Mecaniqiie celeste, Ce sont des solutions rigou- 
reuses. 

19u. Choix des constantes. — Dans le Cliapitre X, nous avons 
adopte comme constantes fondamentales les valeurs initiales L®, 
Aj^, '/i9; j’ai expliqu^ au Cliapitre VI comment un choix difie- 
rent esl possible et comment on peut par exemple prendre au lieu 
des valeurs initiales les valeurs moyennes. II semble qu’ici, le choix 
le plus convenable serai t le suivaiit. 

On prendrait encore les valeurs initiales 1] el 'r\] des \i et des 
on prendrait les valeurs initiales X] des \i et on les clioisirait 
egales a z^ro. Mais au lieu des on prendrait les W/, e’est- 
a-dire les valeurs moyennes des 

Voici comment devrait alors ^re dirig^e rapplication de la 
in^thode de Lagrange et les approximations successives du Cha- 
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pitre V. En premiere approximation, on prendrait 

L,= 84- 

Ai = -h 8A/, 

j • — £0 ^ p'.i- 


Nous poserons 


En approximation, on prendrait 

r r ^ 


en remplagant dans les inconnues par leurs valeurs de (n — 


approximation; L/ n'est pas entierement determine, il ne Test 
qu’a une constante pr^s; pour aclie\er de determiner hi il faut se 
donner la \aleur mojenne de L/, nous prendrons 


(II) Val. moy. L,= W,-val. ,uc,y. SL +2 5= g j • 
Nous avons, en effet, 


dr^ ^ d Stj 
diVi dwi 


d^tsi d ^'/si cTa/, 

diVi ‘ dwi ’ dwi 


Val. moy. W i —, — = o, 

diVi 


Val. moy. 


rfn-f 


o. 


d 8/./, 

dw'i 




Dans le second membre de (n), nous pourrons remplacer les 
inconnues par leurs valeurs de (n — approximation. Si, en 
effet, I’erreur commise sur 3L par exemjde est de Tordre de 
I’erreur commise sur le produit 


8L 


^8>v 

dwi 


d 6X 


sera de i’ordre de puisque 5X et sont de Tordre de p, 

L’^quation (ii) permet done d’achever le calcul de L/. Je 
n’ajouterai rien au sujet du choix des constanles dirai 

seulement que, si nous choisissons au lieu des E^des constanles E^. 
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delinies par les equations 

E /^. == E/j df/j ( E I , E I . • • . j E , 

ou serait une fonction developpable siiivant les puissances des 
Ej et dependant en outre des W d’lme inaniere quelconque, ces 
iiouYelles constantes E' jouiraient de la propriete la plus impor- 
Limte des constantes E, c’est-a-dire que les inconnues seraient 
(icveloppables suivant les puissances des 

Ei-cosn^/,, Ex- sin w).. 


J96. Calcul direct des series. — Dans lout ce qui precede, 
nous nous soraines surtout elForce d’etablir le plus rapidement 
possible la forme des developpements ; aussi les formules prece- 
deiites ne sont~elles pas toujours les plus favorabies aux calculs 
uumeriques. Notre principal but dans le Volume suivant sera done 
de les transformer pour les adapter aux applications numeriques. 

Enattendant je vaisindiquer succinctement un moyen d’obtenir 
direclement les series des Chapitres VII et X. Traitons d’abord le 
probleme restreint et reprenons les equations (lo) du n"" 126 que 
nous ecrirons ici 


(12) 


dl^ 

dt 


dF_^ (fki _ dF ^ 

cD^i ^ dt dhi ^ 


F = Fo-h [aFi. 


xNous avons \u au Cliapitre VII que Ton peut satisfaire a ces 
('quations a I'aide de developpements procedant siiivant les sinus 
el les cosinus des multiples de n arguments 


eu y faisanl 


CV 2 , 

n^t - 4 - TEf/. 


Les equations ( 12 ) peuvent alors etre remplacees par les sui- 
vant es : 

( V I __ dF 
) dvs^k dXi ^ 

I V ’ iV _ cfF 

I 2d dvfffc dhi * 


Posons 
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nos equations pourront s’ecrire 


(14) 

et 


y,.A 

jiamd 




div/,- 


f/X/ 


(i 5 ) 




<r^ 

I'Ac/.- 


dU '"’dC 


Considerons maintenant la \aleiir inoyenne Jes difFdrenies quan- 
tiles considerees. Si U est une fonction periodique qiieiconque 
des tv’, developpable en serie trigonometrique, sa valeur moyennc 
que nous designerons par [U] sera le terme de celle serie Irigono- 
metrique qui sera independant des iv. 

Les Li sont des fonctions periodiques des iv: on aura done 



o. 


Les Xi — iVi sont des fonctions periodiques des (p; on aura done 





Si done nous egalons les valeurs moyennes des deux membres 
dans (i4) et dans (i 5 ), il yiendra 



L’equation (16) devra etre satisfaite d’elle-meme, el elie le sera 
en effet, puisque nous sa^ons d'avance que le developpement esl 
possible. Quant a Fequation (17), elle determinera o/?/. 

Void alors comment devront etre dirigees les approximations 
successives. Supposons que nous possedions des valeurs de 
(/I — approximation 

o/Zi, L/, X/, 


donl Ferreursoit de Fordre de ; substituons-les dans le second 
jnembre de (i 4 )j Ferreur commise sur 


P. — I. 


d^^ f cllji ^ 

-J > on/t 

dJ.i dwk 


22 
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sera de I'ordre de ; d’autre part orik et soat de Tordre de [i., 
piiisquej pour o, on a 

n).— L/= const. 

L'erreur commise sur 

<r/Fi clLi 

cThi ^ dwk 

sera done de Tordre de p.". 

Done les equations (i 4 ) nous fourniront pour les L/ des valeurs 
de approximation dont Ferreur sei'a de Fordre de 

Prenons ensuite Fequation (17) et substituons dans les seconds 
inembres, a la place des A/, leurs valeurs de (n — approxi- 
mation et, a la place des L/, leurs valeurs de approximation. 
Comme Fo ne depend que des L/, Ferreur commise sur 



sera de Fordre de Ferreur commise sur F^ sera de Fordre 
de el par consequent Ferreur commise sur 




r^l 

[rfL/J 


sera de Fordre de pi'^ L’equatiou (17) nous fournira done de nou- 
velles valeurs de o/z/ dont Ferreur sera de Fordre de pi'^ 

Dans le second membre de (10), substituons a la place des S/z.^ 


et des L/ leurs valeur 

s de approximation et 

a la place des \i 

leurs valeurs de (n 

- approximation. 


L’erreur 

sur sera de Fordre de 

dLi 



^F, 

dLi ” 



onjc » 


x> 

dFt 



d/.i 

dwk ^ 


» 

ry d}yi 

orik-j — » 

dwk 



car o/ik est de Fordre de p. 
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L’eqiiatioii (i 5 ) nous donnera done pour de nouvelles valeurs 
dont I’erreur sera de Fordre de 
£t ainsi de suite. 


197 . Passons au cas general dii probleme des /z+ i corps. iNoius 
avons vu au Chapitre X que nos inconnues peuvent s’exprim^r en 
fonc lions pexdodiques des 3 /i arguments 

= n'i t -h Wi, iv'i = — y;- -4- 7tj;. 

Soit encore 

= n/ -r- o/i/. 




dhi 


dLi 


dw\ 

jLu 

‘ d'^ k 

‘ dt.i ’ 

dwf. 



t/Fi 

dr,, ’ 


Je pourrai alors dcrire les equations sous la forme siiivante : 

(>«) ] 

('!)) 

Egalons comme plus haul les valeurs mojennes des deux 
membres de (21), il viendra 


rf;/ ’ 

dLi ‘ rfLi 


(22) 


m-h- 0/1 


_r^»i 

-[uTL/J 


IdU. ■ 


D’autre part le double du coefficient de sino?^ dans le dcveloppe- 
ment d’une fonction periodique U quelconque sera [sintv^U] et 
il est clair que, si U est periodique, on aura 


sin iv'f^ 


d\} 

dw) 


= 0, 


r • r 1 


ip<k)- 


Si done nous egalons les coefficients de sintr^ dans les deux 
membres de (19) il viendra 


(• 23 ) 




On substituera dans les seconds membres de (18) el (ad) les 
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valeurs de (n — i)'™ approximation ou rerreiir est de I’ordre 
de ; Perreur commise sui' L/ sera alors de Pordre de 

puisque 0/4., Yki sont de Pordre de p(car W/— L/est de 

Pordre de p). 

L’equalion (aS) nous donnera et comme le coefficient 


3l~\ 


siir leqiiel Perreur commise est d’ailleurs de Pordre de ne 

s’annule pas avec [jl, tandis que le second membre contient p. en 
facieur, Perreur commise sur sera de Pordre de 

Dans le second membre de (22) subslituons a -la place des L/ 
leurs \aleurs de (n — approximation, et cedes de 
jiroximation, a la place des aiUres inconnues, Perreur commise 
sur 5/1/ sera de Pordre de [a". 

Dans les seconds membres de (19) et (20), subslituons a la 
place des ofi et des y^ leurs valeurs de approximation et a la 
place des inconnues cedes de {n — Perreur commise sur i/ 
et 71/ sera de Pordre de [jl'P 

Enfm, dans le second membre de (21), subslituons a la place 
des o/i, y', L leurs valeurs de approximation et a la place des 
autres inconnues cedes de (/i — Perreur commise sur )./ sera 
de Pordre de 

Telle est la fagon de diriger les approximations successives. 
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198. Theordme sur la classe. — Aii n° 104y nous avons classu 
a clivers points de viie les difTerenls termes qui s'introduisent dans 
I’application de la methode de Lagrange et dont la forme generaie 
est 

, jjL* A OR 0 cos (vt h >. 

Supposons que les moyens mouvements elant prcsque commen- 
surables, les integrations jiuissent inlroduire ce que nous avons 
appele un petit dwiseur . Soil n't! Fexposant de ce petit diviseur 
au denoininaleur. 

Nous disons alors que le terme considex'd est de classe 

m m' 

' 2 . 9 . 

Je me propose de ddmontrer qu’^Y n^y a pas de terme de classe 
negative, c’est-a-dire que le nombre 

m 


est toujours positif ou nul; et que, dans le developpeinent des oL^, 
0 ^/, o 7 ]z, il est toujours au moins dgal a -• 

Pour cela je reprends les equations ( 9 ) du n*^ 106 : 


(0 


^--XS^‘- 

I »>=i'2<^'*X ‘"X S‘“'^X £‘"*'‘X Si*"- 

Je suppose que le theoreme ait 6t6 ^tabli pour les valeurs de 
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{r — approximation et je dis qu’il sera encore vrai pour ]es 
valeurs de approximation des oL/j o7./, 8^/, or\i^ valeurs que 
I’on obtient en substituant aux inconnues dans les seconds 
membres des equations (i) leurs valeurs de {n — lyeme approxi- 
mation. 

D’apres le n’’ 100, les derivees partielJes de F^ qui figurent dans 
les seconds membres des equations (i) seront de la forme 

ou B est, a un facteur numdrique pres, Fune des ddrivces partielles 
d'ordrc superieur de F^, derivee dans laquelle il convient de sub- 
slituer aux inconnues L/, );/, v;/ leurs valeurs de premiere 

approximation 

, riit , Ai^ 7 ]^ . 

Quant a c’est un monome entier par rapport a 

N T ^ ^1 N >• N 

oL/, OA/, 0 $/, or^/, 

oil Ton doit substituer, a la place de ces quantites, leurs valeurs 
de (n — approximation. 

Je dis qu’apres cette substitution, ne contiendra non 

plus que des termes ou 

m m' ^ 

•2 2 “ * 

En effet, par lijpo these, tous les termes des valeurs de (/i — 
approximation de oL/, oX/, 0 ?/, o'f[i sont tous de classe positive ou 
nulle. 11 en est dc ineme de B; car pour tous les termes de B, qui 
sont obtenus sans integration et ne contiennent pas [jl en facteur, 
on a 

a = /n — m'= 0 . 

Le produit de deux termes de classe positive ou nulle est evidem- 
ment aussi de classe positive ou nulle. Done il en sera de meme de 
tons les termes de 

Envisageons les trois premieres Equations (i); elles nous 
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apprennent que oL,-, o;,-, Svi/ sont de la forme 

±ix f 

Jq 

L’ integration poarra inlroduire an facteiir ou nn petit divihCiir 
an d^nominateur ; mais elleneponiTa pas inlroduire runelFauin*: 
elle n^introduira en effet le facteiir t, que s’il s'agit d’uii terine 
seculaire pur; elle n’introduira le petit diviseur v^, que s'il s'agit 
d’un terme contenant en facteur cos(vo^+A). Done, on Idea 
ne cliangera pas, ou bien augmentera d'une unili*. 

Apres rintegration, on iniilliplie par a, de sorle (jue aaugniente 
d’une unite. On aura done apres celte double operation 

m in' . I 
2 

Le theoreme est done vrai en ce qui concerne les valeurs de 
approximation de oL, 5;, S'/i. La classe de tons les termes de oL, 

5^, Sr^ est ail mo ins egale d 

Passons a la derniere equation (i) qui nous donne oA/: dans le 
second membre figurent trois integrales. La premiere de ces inti'- 
grales est de la forme 



Tons les termes de satisfont a la condition 

m in! ^ 

2 2 

La double integration pent augmenier m-\~m! de deux unites. 
On multiplie ensuite par a, ce qui augmente a d'une unite. On a 
done finalement 

m in! 

2 2 ~ ' 

Tous les termes de cette integrale sont done de classe positive ou 
nulle. En ce qui concerne la seconde intdgrale 
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nous remarq Lions que Ton a encore 


d\^f 




Oil 1] eslj a im facteur numeriqne pr*es, line derivee partielle de Fq 
oil ]es Li ont etc remplacees par leurs valeurs de premiere approxi- 
mation LJ?, el oil .To' est un monome du second degre au moins 
par rapport aiix oL/, lesquclles doivent etre remplacees par leurs 
valeurs de approximation. Or ces valeurs ne con- 

tiennent par lijpothese que des termes satisfaisant a la condition 

m m' ^ I 
‘2 2 " 2 


Le produit de deux de ces termes sera done au moins de classe i, 
et il eii sera de meme ct fortiori dii produit de plus de deux 
termes; il en sera done ainsi de tons les termes de 0]V; quant a B, 

e'est line simple constante. Done tons les termes de sont 

au moins de classe i, e’est-a-dire tels que 

771 77l' . 

a Cl, 

2 2 “ 


A.pxTs rintegTation, m -h m' pouri'a augmenter d’une unite, mais 
on aura encore 

771 tit! ^ T 
2 2 “ 2 


Passons a la troisieme integrale; elle est de la forme 

c'esl-i-dire de m^me forme que les seconds membres des Irois 
premieres equations (i); tons ses termes satisfonl done a la con- 
dilion 

771 77%' ^ I 
2 2 “ 2 

Done tous les termes de SX/ sontde classe positive ou nulle. 

c. Q. r. D. 


199. Comment formera-t-on F^quation qui nous donnera tous 
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les termes de classe nulle du developpement des et lous les 
termes de classe ~ du developpement des oL/, o;/, o'Ci? 

Soil Vo le petit diviseiir emisage; ou aura done 

les rtj seront les moyens mouveinenls el ies kj seront des entiers 
choisis de telle sorte que Vo soil tres petit. 

Jc dis d’abord que tousles tenues de classe - du developpement 
des oL, o;, Sr^ seront de la forme 

( ^2 ) A c< )S <' Svo t Ji)^ 

p etant un entier, et qu’il en est de ineme de tons Jes termes de 
classe o du developpement des oA. 

En efFet, supposons que cela soil \Tal en (n — approxi- 
mation, je dis que cela sera encore vrai en apjiroximation. 
Pour cela nous nous servirons des trois premieres equations (i) 
qui peuvent s'ecrire, ainsi que nous Tavons vu au numero prece- 
dent, 

( 3 ) oL, Si, St, = .jt B Ofi.' dt. 

II faut dans les seconds membres remplacer les inconnues par 
leurs valeurs de (/i — i^eme approximation. Considdrons un terme 

quelconque de que faut-il pour qu’il nous donne un 

terme de classe ^ de oL, oq ou orf? i" II faut d’abord qu’il soil de 

classe z^ro; 2^^ II faut ensuite cjue sa classe diminue de ^ par Einte*- 

gration pour augmenter ensuite de i quand on multiplie par p. 

Comme tons les termes de B sont de classe zero, il faut que le 
terme envisage de soit de classe zero; or, comme les termes de 
classe zero sont[en (n — approximation] tous de la forme (2). 
il est clair que ce terme envisage de tOlt' devra etre de cette forme. 

Soit done Bj le terme envisage de B, OH' le terme envisage 
de et 

fjt J 

le terme correspondant de SL, oq ou or,. 
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D’apres ce que nous venous de voii', est de la forme (^2). 
c’est-a-dire que Ton a 

DIL; = cos(Pvo^-4- A) (P entier). 

Soil 

Bi OlL'i = G cos (v t - 4 - K ), 

si V n’est pas nul, Tint^gration introduira le diviseur v; pour que 
la classe diminue de il faut que v soit un multiple de Vo, c’est- 
a-dire que Ton ait 

V = po (y entier); 

si V est nul, Tintegration introduira un nouveau facteur t et la 

classe diminuera de -• 

‘2 

Si done nous voiilons que la classe diminue de ~ par I’integra- 
tion, il faut que nous ajons 


V = Y'^o, 

y etant un entier positif, negatif ou nul. 

Alors Bi sera de la forme 

(4) Bi = Kcos(ovo^-4- A"), 

k et sont des constantes et 5 est un entier egal a p ±: y. Nous 
n’aurons d’ailleurs dans ni facteur p, ni facteur t; en effet B 
est une des derivees de ou Ton remplace les L, vi par des 
constantes, les par -p A^. II ne pent done ainsi s’introduire 
ni facteur ni facteur ui. Nous pouvons ecrire 

ou H depend des L, des ^ et des vi, et ou les pj sont des entiers. 
Soit DF^ une d^rivee partielle d’ordre quelconque de F4, multi- 
plxee par un facteur numerique. II est clair que le developpement 
de DFi sera de meme forme que celui de F4 et, si un terme de F, 
contient en facteur Tune des Hgnes trigonometriques de Tangle 

terme correspondant de DF^ contiendra egalement 
en facteur Tune des lignes trigonomdtriques du m^me angle 
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On aura done 




|ii H' est (de meme que H) une fonctlon ties L, des i et des r,. 
I Pour avoir B, il faut remplacer dans DF^ les inconnues L/, 
i/, X/ par • on trouve ainsi 


’*= 2 “; 


•u est ce que devient H' pour L/= LJ- , r^i= est 

[one une eonstante); de plus on a 

V = '^pj nj, h" = ^ Pj \] . 


Les seuls termes de B que nous avons a consid^rer (parce qu'ils 
3ont les seuls qui puissent nous donner dans oL, o^, or| des lermes 

de classe sont ceux qui sont de la forme dans I’equation ( f ), 

e’est-a-dire ceux ou v = ovo, o etant eiilier. 

Nous devrons done avoir 


d’ou 

Pj = O.Xry, 

3 etant un entier. 

Ainsi nos entiers /?y doivent etre des equimultiples des enliers ity 
qui eorrespondent au petit diviseur v^. 

Done on n’a a envisager dans F, que les lermes ou figure un 

argument qnl soit multiple de fargument 

correspond au petit diviseur. 

Je designerai cet argument par une lettre speciale en posant 

0 = 2^yV- 

Si done nous envisageons la fonction F^, ceux de ses termes qui 
contiennent un facteur irigonom^trique dont fargument n^est pas 
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multiple de 8 devront etre rejetes, car ils ne peuvent joaer aucuii 
role dans le calcul des termes de classed de oL, o^, oti. 

On ne devra conserver que les termes independants des X, c’est- 
a-dire ceux qui ne contiennent aucun facteur trigonometrique 
(c’est I’ensemble de ces termes que nous avons appele R aux Cha- 
pitres VIII cL IX) et en outre ceux qui contiennent an facteur 
trigonometrique dont Pargument est multiple de 9. 

rSous designerons par W Fcnsemble des termes conserves. 
D'aiitre part le terme nous donnera dans le second 

membre des equations (3) iin terme 

;x f 

dont rargument sera Svo^ et dans cet argument le coefficient 
de t sera ovo et par consequent multiple de Vq. 

Le tlieoreme enonce est done vrai en approximation poiu' 

oL^ 0^, 0’/]. 

Passons a oA, qui nous est donne par la derniere equation (i). 
Dans le second membre de cette equation, je substitue les valeurs 
de [n — approximation; j’aurai ainsi les valeurs de 
approximation de oX et je me propose de montrer que les termes 
de classe zero de cette valeur dependent encore d’un argument 
multiple de Vo^. 

D’apres le niimero precedent les deux dernieres integrales du 
second membre de cette derniere Equation (i) ne peuvent nous 

donner que des termes de classe II nous suffira done de consi- 
d(irer la premiere inlegrale et d’ecrire 

, 5 . 

<pii est encore de la forme 

oXi= C/i. XX2 

Ici encore, pour obtenir un lerme de classe zero de SX’, il faut 
partir d’un terme de classe 5^/-o de BOlb'; il faut ensuite que la 
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classe soit diminuee de i par la double integration pour augmenter 
ensuite de i par la multiplication par p.. 

Or, pour que la classe diminue de i par la double integration, 
il faut que le terme envisage ait un argument multiple de 

Done les termes de classe de oA^en approximation out 
encore un argument multiple de Vo if. c. n. y. n. 


200. L’eqiiation (5) pent s'ecrirc 


oli 





D’autre part, nous avons vu que, dans le calcul des termes de 
classe j de oX, 3S, 5*/;, on pent remplacer la fonction par la 
fonction W de sorte que les trois premieres equations (i) deviennent 


oL^ 

d’oii 


r^dM' . . r'd^v 


d £ ; 


OU 


dLi dlU 


d\X 


dt - dt d).i 


d\i __ ^ 0 ^/ _ 
dt dt ‘ dryi 

d't\i d oT^i __ d^^ 

dt ~~ dt ~~ dh 


dli 

dt 


dlli . 


dt 


i = C,v,SL/o 




Ce n’est pas tout. Quand on veut obtenir un terme de classe ^ 

dans 5L, o^, St], il faut, comme nous Tavons vu an numero pre- 
cedent, partir d’un terme de classe z^ero dans DTud 

Or est un monome entier par rapport aux 3X, oL, o;, Z-q. 
Pour obtenir un terme de on prendra un terme dans chacun 
des facteurs de ce monome et Ton fera le produit. La classe du 
produit sera la somme des classes de tous les termes que Ton aura 
ainsi multiplies Tun par Fautre. 

Pour obtenir im terme de classe zero de 011^, il ne faut done 
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prendre dans chacun des facteurs que des termes de classe zero. 
Ox' oL, cl et o'/i ne contiennent pas de termes de classe zero, mais 

des termes de classe - au moins. Pour obtenir les termes de classe 
zero de il suffira done de faire 

oL = 0^ = or^ = 0 


et de reduire les oX a leurs termes de classe zero, 
Soit done 


fdW\ 

/dw\ 

/d^F\ 

Ua/A’ 

UiJo’ 

[druJ 


ce que deviennent 



dW d'y 

d'i’ 


'F, — ^ ? -"77" ? 

dAi d'i 

dr^ 1 

quand on y fait 

oL = 0^ = OTj = 

0, 

e'est-a-dire 

L,-=L?, 



On aura evidemment 



dWp 
dki * 


Nous venons de voir que, dans le calcul des termes de classe i 

de oL, cl, or,, nous pouvons dans les seconds membres des equa- 
tions (3) faire 5L = == or) = o. 

Nos equations deviennent alors 


((>) 


^ __ ^ 
dt d\i ^ 



^ 

dt 


Posons maintenant 


4.,= + L?)+ L?)(Li.-4), 

Co repr^seate une constante quelconque, le premier signe ^ se 

rapporle a tons les indices i, le second a tous les indices i et k, en 
distinguant Qa et On a alors 

Ca“(bx “- Lj ), 
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et par consequent 

(7) 


dll ^ d^Q 
dt dhi 


3ji 


Coinme depend que des L, et que *^'0 iie depend que des A 

(puisqu’on y a fait Liz= ^9^ 7]/=yi9)j Tequation ( 7 ) et la 

premiere equation (6) prennent la forme canonique 

^ dt dll ' dt ~ dLi 


201. Les equations (6) et (7) nous donnent tousles termes de 
classe ~ des L, ’/i et tous les termes de classe des Sly et 

dies rCeix donnent pas d^autres. Cela tient a ce que nous avons 
pris soin de supprimer dans nos equations tout ce qui aurait ^te 
susceptible de donner des termes de classe plus elevee. 

Si nous n’avions pas pris ce soin nous aurions pu arriver egale- 
ment a d’autres systemes d’equations analogues, par exemple, au 


suivant 

/ dh 

<^(Fo-t- [jlT ) 


d ( Fo“ [-t'F ) 

('9) 

1 dt 

(Tk 

dt 

dr^ 

11 

dh 

11 



En integrant les equations (9) nous trouverions encore tousles 


termes de classe i de L, 'a, tous les termes de classe zei^o de SX; 


mais nous en trouverions encore d^autres. 

Pour passer des equations (9) aux Equations (6) et (7) que 
faut^l faire? II faut remplacer par <I>oj en outre, dans deux des 
equations (9) il faut remplacer W par ^"0 et dans les deux autres 


dW dW /dW\ /dW\ 

dl’ drt \dU,’ [drjo' 


On voit que Ton a 


Fo = 4>o-t-4>; 


en remplagant Fo par nous supprimons done les termes qui 
dependent de c’est-a~dire la seconde int^grale du second 
membre de la derniere Equation (i); int^grale qui, nous Favons 
vu, ne peut nous donner que des termes de classe sup^rieure a 
zero. 
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dW dW /dW\ /dW\ 
De meme remplacer W par ¥o, ou — par 

-tlans les cfjualions ( 9 ). cela revient a faire 6 L = o*/] =0 dans 

les termes provonant des derivees de ^ . Or nous avons vu que les 
termes provenantde ces derhees et dependant de oL, O'/], ne 

peuvent nous condulre qu’a des termes de classe superieure a-* 


202. Dans le cas dii probleme des n corps, nous avons 


^•=-2 a- 

Ics Mi etant des constanles qui ne d(jpendent que des masses. On 
a alors 

Mi , 3Mi 


‘ (L?)’ 

II vient done 




Ci4=0 (i>/c). 


*0 = - y ( 6Lr - 8 Li L2 -t- 3 Lf ). 

Dans le cas du probleme restreint (c/n^ 123) nous avons trouve 
pour Fq, qui joue le role de Fq, 


m; 


0 U 5 en supprimant les accents devenus inutiles et remplagant 
par Lo, e’est-a-dire en reprenant les notations du n® 126, 


d’oii 


Gn = 


Fo = -^ +«*(L2-L,); 

M, 

“ uT)’ ~ 

r -r r n 

V^J2— Ci2a = '-^22= 0. 


(L5)‘’ 


II viendra done 

■^ 1 ) =5= ^ (®L{ ® SLjLJ -i- 3 Lj )-f- rt2(L2 — Li ). 


M, 


Telle esl la forme de la fonction dans les deux cas que nous 
avons a examiner. 
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203. Principe de la methode de Delaunay. — Les equations i 6 ) 
et (^) peuvent s’integrer facilement. Piemarquons en effet que 
ne depend que des L/ (c’esl d’ailleurs un poljnome du second 
degre par rapport aux L/); au contraire ne depend ([ue de 

En effet, nous avons obteuu W en supprimant dans tous les 
termes dont rargiiment n’etait pas multiple de 9. Done 

est fonction seulement de 

ct il en est de meme des derivees 

d\i' dr/ 

Nous avons obtenu ensuite 


en remplacant dans 


irr /d^\ 


d'V 

iir , 

’ dr,i 


les inconnues L/, rjj par les constanles L®, Done 


dqi/o" \dr^i 


ne sont plus fonctions que de 9. 

Examinons maintenant les equations canoniques (8), Nous 
voyons que Ton a 

dli “ * dfO ’ 


i dlji I dl-i2 


I din d^o 


Jci dt ~/c9 dt kfi dt 


Cela nous apprend dej^ que 


ki kj 


P. — I. 


23 
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est ane constante; je pourrai mettre le resultat sous une forme 
plus symetrique en introduisaiit une variable auxiliaire U et en 
ecrivant 

(^10) L/ — ki U = L/ , 

etant uiie constante j je puis, en eflfet, definir la variable auxi- 
liaire U de telle facon que sa valeur initiale soit nulle. 

Nous avons ensuite bintegrale des forces vives relative aux equa- 
tions canoniques (8); elle s’ecrit 

(II, 4>oH- = const. 

Dans nous devrons remplacer les Lf par leurs valeurs tirees 
de ( lo) de sorte que deviendra un polynoine du second degre 
en U; comrne ne depend que de 6, reqiiation(i i) nous donnera 
une relation entre U et 6. Nous avons ensuite 

<2f0 ^ , dhj _ ^ ^ 

dl- ^ dU “ d\}' 

qui nous donne une relation entre ^ U, et par consequent une 

relation entre et 6. 

dt 

Quelle est la forme de cette relation? Soit 
A.-1-2BU-HGU2, 


A, B et C sont des constantes. Soit A + H la constante du second 
meinbre de (i i), il vient 


d’ou 

D’autre part 
d’ou 
el enfin 


GU2H-2BU = H - 
GU 4- B = /B2h- HG— VG^o- 


d^ __ d<i>o 

di'^ IV 


:2GU4-2B; 


= 2/B2-1-HC — [iCWo 


“fr- 


^B2 4-HG-|jiG^o 


% 


Comme le radical ne depend que de 9^ nous avons la relation entre 
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6 et ^ par line simple quadrature. Nous aurons done 8, U et L/ en 
fonction de Nous avons d’autre part 

dlt 

le second membre est une fonction des L/ et par consequent de U. 
e’est done une fonction connue de de sorle que nous aurons A 
par une simple quadrature. On peut ineme remarquer que le second 
membre est un poljnome du premier degre en U, de sorte que nous 
aurons entre les A/ des relations lineaires. 

Nous aurons enfin 



„/ 



dt ~ 

d\! ! 


Comme les seconds membres sont des fonctions de 8 seulementj 
ce seront des fonctions connues du temps t, de sorte que nous 
aurons les et les r,/ par de simples quadratures. 


204. Tel est le principe de la methode de Delaunay; on voit 
qu’elle nous permet de calculer tres simplem'ent la somine des 

termes de classe minimum, e’est-a-dire des lennes de classe - 

2 

pour L, q, Vj, de classe pour 1. On voit en outre que cette 
methode consiste essentiellement a supprimer dans F^ les termes 
de courte periode, e’est-a-dire ceux qui dependent d’un argument 

ou les entiers /?/ ne sont pas des equimultiples des A'/, et a 

n’j conserver que les termes de longue pdriode, ou les plus impor- 
tants de ces termes. 

II est aise de comprendre Fimportance de ces termes de classe 
minimum. II arrive quelquefois que le rapport des mojens mouve- 
ments est presque commensurable; e’est ce qui arrive par exemple 
pour Jupiter et Saturne, planetes pour lesquelles ce rapport est 
voisin de f ; e’est ce qui arrive pour certaines petites planetes dont 
le moyen mouvement est presque le double, ou k peu pr^s une fois 
et demie celui de Jupiter; la plus importante de ces planetes est 
H^cube. 

Les termes de classe minimum ont alors de grands coefficients a 
cause des petits diviseurs introduits par I’int^gration. La periode 
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de ces termes est longuCy et souvent de plusieurs siecles. La periode 
des termes, dependant des arguments par exemple celle des 
termes calciiles au Chapitre VIII, est beaucoiip plus longue encore 
el se compte par cental nes de siecles. 

Que devons-nous conclure? Si Ton vent pr^voir a courte 
echeance, c'est surtout au terme d^oj'dre Inferieur qu’il faut 
attacher de rimportance ; si Ton veut prevoir a dclieance assez 
longue, il faut calculer tous les termes de classe inferieure : c’est 
ce que nous venons d’apprendre a faire dans lenumero precedent. 
Si enfin on veut prevoir a Ires longue echeance, il faut calculer les 
termes de rang inferieur, ainsi que nous I’avons fait aux Cha- 
pitres VIII et IX. 

20o. La methode de Delaunaj pent d’ailleurs s’appliquer dans 
des cas beaucoup plus gen^raux. Soient des equations canoniques 

dLi __ c/F cTki d¥ 

dt ” d'ld dt di/ 

oil F est une fonction des L et des A, qui ne depend des X que par 
la combinaison 

Je la suppose d’ailleurs periodique par rapport aux X. En d’autres 
termes, la fonction F est developpable suivant les cosinus et les 
sinus des multiples de 9, et les coefficients de ce d6veloppement 
ne dependent que des L. On trouve encore 

U ^tant une variable auxiliaire et L^ une constante. On a Tint^- 
grale des forces vives 

F = const. 

qui nous donne une relation entre U et 8, On trouve ensuite 



PRINCIPE I)E LA METHODE DE DELAUNAY. 


Comme la qaantite sous le signe j iie depend que de h el de U, 
et que U esl lie a S par ['equation des forces \ives, cette quantile 
sous le signe j" est une fonclion connue de de sorte que I’on 

obtient ^ par une simple quadrature. 

Done 9, U et par consequent les L/ peiuent etre regardes comme 
des fonctions connues de t. Dans les equations 

di ” <^1./ 

le second membre qui ne depend que des L et de 9 sera aussi une 
fonclion connue de de sorte que nous aurons A/ par une simple 
quadrature; et rintegration esl achevee. 


206. Application i Hecube. — Le meilleur exemple d’applica- 
tion de la methode de Delaunaj’ que nous puissions choisir est 
celui de la planete Hecube. Cette petite planete, dont le moyen 
mouvement est sensiblement le double de celui de Jupiter, a etc 
bobjet de travaux nombreux parmi lesquels nous citerons la these 
de M. Siinonin. 

Je choisirai les unites de telle facon que la longitude moyenne 
de Jupiter soil egale a £; et j’appellerai R une fonclion egale a la 
masse du Soleil divisee par la distance du Soleil a Hecube, plus la 
masse de Jupiter divisee par la distance de Jupiter a Hecube, 
moins le demi-carre de la vitesse d' Hecube. 

Je designe par L la racine carree du grand axe de Porbite 
d’Hecube, et je pose 

G = L /i — 0 = G cos 

e et i etant rexcentricite et Finclinaison de cette orbite. 

Je designe par ^ et 8 Panoinalie moyenne, la distance du 
perihelie au noeud et la longitude du noeud. Dans ces conditions, 
les equations sont canoniques et s ecrivent. 


dl _ 

dK 

dG _ 

dK 

d% 

dR 

dt 

dl' 

dt ~ 

dg' 

It 

"" d^ ' 

dl ___ 

dK 



d^ 

dK 

dt ” 

dl' 

_ 

dt 

dG" 

dt 

Se ’ 
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La fonction R depend des six variables L, G, 0, /, & et de t, 

Ces equations prennent une autre forme si, par une analyse toute 
pareille a celle dn n" 123, on pose 

F = R-f-0 


I'on 

prend pour 

variable 

e-z 

au lieu de G, elles deviennent 

dh 

d¥ 

dG 

d^ 

d% 

dV 

dt 

~ dl' 

dt " 

dg' 

dt 

^Z( 9 — Z) ’ 

dl 

d¥ 


(N 

<i(9 — Z) _ 


dt 

~ dL' 

dt 

dG' 

dt 

d% 


Dans ces conditions, F est regarde comme fonction des six 

variables L, G, 0, — t, et de L Mais nous devons observer 

que, si Fexcentricite de Jupiter etait niille, F ne dependrait plus 

de mais seulement des six premieres variables. 

Nous allons inaintenant changer de variables. Supposons que 

, , . , • ‘ 7 n~\-i 

le rapport des inoyens mouvements soil tres voisin cle — — > 

n etant un entier qui pour Hecube sera egal a i . Nous poserons 

X = / 6 — 5 = — 7zZ— (n-4-i)^ — -hi)(B — 0) 

T = — nZ — — {n^\){% — t), 

U=L-4-/iS-i-/iT, S = L — G) T = G — 0. 

On constate aisement que Ton a identiquement 
LZ-f-G^ -h- 0(6 — ^ ) = U X “ 1 — S 5 -f- r 1 


et par consequent 

L tZZ 4- G H- 0 ^Z( 9 — ^ ) = U dX -t- S tZ5 H- T ^Zx, 


ce qui prouve qu’avec les nouvelles variables les equations res- 
teront canoniques et s’ecriront 


(3) 


C 

iF 

dS __ 

^ZF 

dT ___ 

^ZF 

1 dt ~ 

dk' 

dt ~~ 

ds' 

dt ~ 

dx 

dk 

cZF 

ds 

d¥ 

dz 

dF 

\ dt "" 

d\j' 

dt ” 


dt 

dJ 


Voyons quelle est la signification de ces nouvelles variables. 
D'abord X repr^sente la difference des longitudes moyennes. 
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D’aatre part, 

ds dl I ds( f/0 d'z ds dsr 

dt^ dt ^ “‘j’ ~dt ^ 'di"~ 


ai( «u , . at ^ , n - 

bomme et — sont tres petits et-^ tres \oisin de — 


dg ^ dis 
dt d( 
ds d'z 

voit que 'Tf petits. 


-> on 


S est de I’ordre du carre de rexcentricile et T de Tordre du 
carre de Tinclinaison. 

Comme S et T sont petits, U differera pen de la racine carree 
dll grand axe. 

Je designerai par et I'excentricite et le perihelie de Jupiter, 
et je poserai 

— n'h — ^ 


Comme ^ est mil, ou du moins tres petit, on aura 

ofX dl 

dt dt dt 


ce qui montre que ^ est aussi tres petit. 

Posons maintenant 

ar = /‘2Scos5, y = v'^sin.y; ^ = /2 Tcost, T^=/2TsinT. 
Comme 

X dy — ^ ds, \di\ — T d'z 

sont des diff^rentielles exactes, les equations resleront canoniques 
el s’ecriront 


dU 


dx 


di 


dt ~ 

dl ’ 

Hi ~ 

dy' 

dt ~ 

dr^ " 

11 

p 

1 

II 

d¥ 

dx" 

1.^ 

II 

d? 

d^' 


207. Forme de la fonction perturbatrice. — La function F est, 
comme on sail, developpable, suivant les puissances de ecos/, 
esinl, icos(l^g), «sin(/-f-^), e' cos(^ — lu'), sin(^ — et 
suivant les cosinus et les sinus des multiples de la diflf^rence des 
longitudes inoyennes A, les coefficients du developpement depen- 
dant encore des grands axes, c’esl-ii-dire de L. Mals on voit 



3Go 


CHAPITRE XIII. 


aisement (c/. 65 et suiv.) que e cos ^ cos [5 H- (/i H- 1 )X], e sin U 
z; cos(/-r" «■ ) == i cos[/ 4 - -f- 0 ^ 0 ’ ^sm(/-h^') sent develop- 
pables sxii\ant les puissances de 7] el les cosinus el sinus 

des multiples de "a; que d’autre part 

^^cos(/ — Tn') = (e'cosp)cos/iA -rfe'sinc) sin/2X, 
sin it — co') = ( e'eosp) sin n\ — (e'sint^) cos^X. 

On conclura que F est developpable suivanl les puissances de 
j'j c, 'A, ^^cos(>, e’ sine et suivant les cosinus et les sinus des mul- 
tiples de A. Les coefficients du developpement dependent encore 
de L = U— /?S — /zT; ces fonctions de L peuvent etre deve- 
loppees par la forinule de Taylor suivant les puissances croissantes 
de n(S -h T), e’est-a-dire de 

2 

de sorte que fmalement F procedera suivant les puissances de x^ 
y, 'A, (?'cos(’, e'sinc, cos/?A, sinpX^ les coefficients du develop- 
pement ne dependant plus que de U. 

J'observe inaintenant que, par raison de symdtrie, F ne doit pas 
changer : 

i‘^ Quand on change ? et a en — ^ et — a* 

2" Quand on change jKj A et ^ en — jq — ri et — p. 

Gela montre qu’un grand nombre de termes ne doivent pas 
figurer dans le developpement. 

Voyons maintenant quels sont, parmi ces termes, ceux qui sont 
a courte periode. Ce sont les termes qui contiennent X en dehors 

des combinaisons t on p. Car nous avons vu aue ~ sont 

d"} 

tres petits, tandis que est fini. 

Si, conform^ment a I’esprit de la mdthode de Delaunay, nous 
supprimons ces termes k courte periode, nous pourrons dire 
que F est ddveloppable suivanl les puissances de x^ j, a? ^'cosp, 
e^sinp, les coefficients dependant seulement de U. 

Si nous n^gligeons, comme M. Simonin, les termes qui con- 
tiennenl en facteur : 

eq I'q iie, e'2, 
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et si nous supprimons les termes qui doi\enl elre nuls en vertu de 
la symetrie, nous trouverons 

( F = A-4-B^-hG57^4-Dr2_uEi2-f.Hr2 
I -f- Ke'cosi^ -4- hxe' cosp -i- M sine?. 

A, Bj C, D, E, H, K., L, M sont des fonctions de U. 

Je remarque d’abord que F depend encore de A indirectement. 
Car F est suppose exprime en fonction de U. a, x, S, A 
de if ; ici F depend de U, r, a et v =. //A — ^ -f- Tu^ Cast par 
Finteinnediaire de p qu’il depend encore de a el de t. 

Si r on suppose que Ton neglige la masse de Jupiter, on aura 
simplement 


F = 


‘2L^ 


+ 0 = 


2(U — nS — 71 T |2 


-f* U -- ( 7? -f- I ^ T ) 


ou, en negligeant les carres de S et de T, 


2U2 


^ ' U~3 ^ 


4- A 


de sorte que si Ton pose 

A = Ao-j- 7?i Ai, B = By-f- 7?z Bj, 

m etant la masse de Jupiter et Ao, A,, ... etant des fonctions 
de U independantes de cette masse, on aura 

(6, !**=iTP^"' 

I Bq = Ky == Lfl = My = o. 


208. Methode de Delaunay. — Conime premiere approximation, 
nous aliens supposer 

e' = ? = r, = 0 . 

Dans ces conditions, F ne depend plus que de x, de /, et de U. 
On peut alors pousser I’int^gration jusqu’au bout par la mdthode 
de Delaunay. Nous n’avons d’ailleurs aucune raison de negliger 
les termes de degr^ sup^rieur en x et eny'. 
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On trouve iminediatement deux integrales 
U = const., F = const., 


car F ne depend ni de A, ni de 

Gonsiderons done OG et y comme les coordonnees d’lm point 
dans un plan, U comme tine constante donnee et construisons les 
courbes 

F = C, 


en laisant varier la constante C. 

Si Ton siipposait m — o, il viendrait 


F = -- 


U - j 




et nos courbes se rediiiraient a des cercles concentriques ayant 
pour centre Forigine. 

On doit faire une attention toute sp^ciale aux points pour 
lesqiiels on a 

dx dy ^ 

et, par consequent, 

X = const., y = const. 

Ces points correspondent aux solutions periodiques. 

Dans le cas de /n = o, ces points sont les suivants .* Forigine 
.27 = ^ — 0 qui correspond a une orbite circulaire, el tons les 
points du cercle 

d¥ __ n 

<iS {u — /^S}3 — 0 

qui correspondent an cas ou le rapport des moyens mouvements 
est rigoureusement 6 gal a 
d^ 

LMquation = o pent, suivant la valeur de U, ne pas avoir 

de racine positive, ou en avoir une; nous nous supposerons places 
dans ce dernier cas. 

Nous remarquerons alors trois points, a savoir Forigine O et les 
deux points d’intersection A et B de Faxe des x avec le cercle 
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Passons an cas ou m n’est pas nul, mais Lres pelit. Les deux 
equations 

doG ~~ dy ^ 


peuvent etre remplacees par les suivantes : 


7 = ^7 


dx 


= o, 


aaxqaelles correspondront divers points sur I'axe des x, Comme m 
est tres petit, ces points seront tres voisins des positions 0, A, B 
qu’ils occupaient pour m = o. 

Nous aurons done Lrois points, C voisin de O, voisin de A, 
B' voisin de B, qui correspondront a trois solutions periodiques, 
la premiere de la premiere sorte, les deux aiilres de la seconde 
sorte. 

Les courbes F=: C presenteront alors la forme representee sur 
la figure 3. Les courbes sont niiinerotees 1, 2, 3, 4, o, 6. On 


Fis. 3. 



remarquera que 1 et 2 sont des courbes ferinees enloiirant le 
point C; que 3 et 5 forment par leur reunion une sorte de limacon 
de Pascal ayant le point pour point double; que 4 est une courbe 
ferinee entourant le point B^; enfin que 6 est une courbe fermee 

entourant les trois points A^, C. 

Le point representatif x, y decrit une de ces courbes et sa 

/|7 //p* 

Vitesse a pour composantes elle est done inversement 
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proporlioimelle a la dislaace normale cle deux courbes infinixnent 
\oisines. Le sens de ceLle vilesse depend du sens de la normale 
suivant iequel les F vont en croissant. 

Les courbes 1, 2 et 3 seront done decrites dans le sens des 
aiguilles d’une montre, par exemple; les courbes 4, o et b dans le 
sens in\erse. D’ailleurs, tandis que le point y fera une infinite 
de fois le tour des courbes 1, % \ et 6, il ne parcourra qu’iine 
seule fois les courbes 3 et o en allant du point S! au point hi dont 
il sera infiniinent voisin taut pour t = — co que pour 
La courbe 4 correspond au cas de la Llhration. 

Nos courbes fermees differeront peu de circonferences. 

Rappelons que les coordonnees polaires du point y sont y/ 2 S 
et ,9. Or on voit aiseinent que, quand on parcourt une de nos 
courbes^ S atteint son maximum et son minimum sur Taxe des x 
el que la difference entre ce maximum et ce minimum est en 
general de I’ordre de m, sauf pour les courbes 3, 4, 5 ou pour 
les courbes peu difterentes de 3 ou de 5, pour lesquelles cette 
difference est de Tordre de sjm, 

Parlons maintenant des variations de Tangle polaire s. Nous 
voyons qu’en general, quand le point y decrit une de nos 
courbes, s varie de o a 27c ou de 271 : a o. Il y a exception pour la 
courbe 1 et pour la courbe 4 qui laissent Torigine 0 en dehors. 

Pour ces courbes, Tangle s oscille autour de o. 

Mais les deux cas sont bien differents; dans les deux cas, on 
a rigoureusement la relation suivante : le moyen inouvement 
d’Hecube est egal a deux fois le moyen inouvement de Jupiter 
moins deux fois le moyen inouvement du perihelie d’Hecube (je 
suppose que n = comme cela a lieu dans le cas d’Hecube). 

Cette relation signifie en effet que la valeur moyenne de ~ est 
nulle. 

Mais on sail que le mouvement du p^rih^lie est de Tordre des 
masses a moins que Texcentricit^ ne soil elle-m4me de Tordre 
des masses; car, si Texcentricite est tres petite, il suffit d’une tres 
faible perturbation pour ddplacer beaucoup le p^rih^lie. Or, dans 
le cas de 4, Texcentricitd est finie, le mouvement du perihelie 
est de Tordre des masses, de sorle que le rapport des raoyens 

mouvements est dgal 8 2 = a des quantiles pres de Tordre 
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des masses. On a une veritable libration. Dans le cas de 1, an con- 
traire, Pexcentricite etant petite, le mouvernent du perihelie est 
fini, de sorte que le rapport des movens mouvements n'est pas 

voisin de 2 ” i il n’j a pas de libration. 


209. Influence de Pinclinaison. — f^es equations qui donnent 
les variations de I’inclinaison prennent la forme tres simple 


(7) 





dr^ 

di 


Ec 


E et H doivent ^tre regardes comme des constantes, puisque 
U = const. L’integration est done immediate. 

J’ai dit que Ton avail U = const.; et, en effet, si je tiens compte 
de rinclinaison, mais que je continue a negliger Pexcentricite de 
Jupiter etles termes a courte periode, F depend seulement de 
‘^5 ne depend ni de A, ni de ^ ; on a done 


d\ 


= 0 , 


U = const,, F = const. 


210. Calcul de X. — La difference des longitudes moyennes 
de A se calculera par une simple quadrature. 

On trouve en effet 

(8) ^ =— ^ =— A'— B'a;- C’a;2-4 - D>*— E'^«— H't;*, 

... designant les deriv^es de A, B, ... par rapport a U. 
Comme U est une constante, les coefficients A', B', ... sont aussi 
des constantes; quant a Tj, ce sont des fonctions connues 

et periodiques du temps. Cela r^sulte, pour x ety^ de ce fait que 
les courbes F = C sont fermdes, et pour ^ et de la forme des 
Equations (7). 

Le dernier membre de (8) est done une s^rie trigonomdtrique 
dont la quadrature est immediate. Le terme tout connu de cette 
serie representera alors le raoyen mouvernent de 

M. Andoyer a pousse Papproximation plus loin en tenant 
compte des puissances superieures de x et de y- Je ne puis que 
renvoyer a son M^moire dans le Tome XX du JSulLctifi ustroTto- 
mique. 


FIN DU TOME I. 
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